Curs 12. Reguli de calcul cu repartiþiile. Convoluþia.


	Vom da acum unele reguli de calcul prin care, cunoscînd repartiþia  unui vector aleator X putem calcula repartiþia unei variabile aleatoare f(X). 


	Mai precis,  fie ((,k,P) un spaþiu probabilizat ði X:( ( (d un vector aleator . Fie f:(d:(( o funcþie m÷surabil÷. Presupunem c÷ se cunoaðte repartiþia lui X, P(X-1 := (X.  Se cere s÷ se calculeze repartiþia variabilei aleatoare f(X). Cum P(f(X)-1(B) =P( X-1(f-1(B))) = (X(f-1(B)) pentru orice mulþime borelian÷ de pe dreapt÷, B rezult÷ relaþia


(1)		(f(X) = (X ( f-1


unde (f(X) = P(f(X)-1. Problema este s÷ se calculeze aceast÷ repartiþie.


	În general este greu de spus ceva concret despre aceasta. Ne vom situa într-o ipotez÷ mai restrictiv÷  ði anume vom presupune c÷ (X << (d , adic÷ (X este absolut continu÷ faþ÷ de m÷sura Lebesgue d-dimensional÷. Din teorema Radon - Nikodym, în acest caz (X admite o densitate faþ÷ de (d, notat÷ (X. Deci vom accepta ipoteza suplimentar÷ 


(2)		(X = (X((d


	Chiar ði aða este greu de spus ceva concret în leg÷tur÷ cu problema noastr÷. Dac÷ îns÷ vom accepta ði ipoteza


(3)		(X este integrabil÷ Riemann pe (d


atunci vom putea folosi noiunile din anul I privind schimbarea de variabil÷ în integrala Riemann. Într-adev÷r, este uðor de v÷zut c÷ pentru funcþii pozitive integrabile Riemann, integrala Riemann coincide cu cea Lebesgue (în definitiv dac÷ o funcþie pozitiv÷  este integrabil÷ Riemann ea este limita (mod (d) a unui ðir de variabile aleatoare simple de forma 


f( = � EMBED Equation.2  ��� unde ( este o partiþie a lui (d (diviziune) realizat÷ cu mulþimi speciale de tipul (a1,b1]((a2,b2](...((ad,bd]   ði (D ( D ). Aðadar, dac÷ accept÷m ipotezele (2) ði (3), atunci


(4)		(X(A) = � EMBED Equation.2  ���(X(x1,x2,...,xd)dx1dx2.....dxd


dac÷ A este o mulþime suficient de regulat÷.


Propoziþia 1. S÷ presupunem c÷ funcþia f:(d ( ( este derivabil÷ ði  are proprietatea c÷ funcþia u:(d ( (d dat÷ prin 


(5)		u1(x1,...,xd) = f(x1,...,xd), u2(x1,...,xd)= x2,...,ud(x1,...,xd) = xd 


este bijectiv÷. Fie ( = ((1,...,(d) inversa ei. Atunci (f(X) este de asemenea absolut continu÷ faþ÷ de ( ði densitatea ei este dat÷ de


(6)		(f(X)  = � EMBED Equation.2  ���


Demonstraþie. Fie g:( ( ( o funcþie pozitiv÷ integrabil÷ Riemann. Atunci E(g(f(X)) = � EMBED Equation.2  ���g(f(X))dP = � EMBED Equation.2  ���g(f)dP(X-1 (formula de transport) = � EMBED Equation.2  ���g(f)d(X = � EMBED Equation.2  ���g(f)(Xd(d (deoarece din ipotez÷  (X = (X((d) = � EMBED Equation.2  ���g(f(x1,...,xd))(X(x1,...,xd)dx1...dxd =� EMBED Equation.2  ���g(u1)(X(((u1,...,ud))� EMBED Equation.2  ���du1...dud (formula de schimbare de variabil÷ la integrala Riemann : � EMBED Equation.2  ��� este modulul iacobianului transform÷rii de coordonate x(u) = � EMBED Equation.2  ���   = � EMBED Equation.2  ���


(c÷ci j ( 2 ( uj=xj  , � EMBED Equation.2  ��� =� EMBED Equation.2  ��� , u1=f(x1,...,xd) deci � EMBED Equation.2  ��� =(� EMBED Equation.2  ���( )


=� EMBED Equation.2  ���. S÷ not÷m cu ( funcþia 


((u)= � EMBED Equation.2  ���. Atunci rezult÷ c÷ 


(7)		E(g(f(X)) =� EMBED Equation.2  ���g(u)((u)du = � EMBED Equation.2  ���g(d(.


 Dac÷ lu÷m g=1(-(,a] (7) devine


(8)		P(f(X) ( a) = � EMBED Equation.2  ���1(-(,a] (d(


adic÷ (f(X)((-(,a]) = (((()((-(,a]) de unde, cum intervalele de aceast÷ form÷ formeaz÷ un sistem de generatori închis la intersecþii finite pentru b(() rezult÷ c÷ (f(X)  = (((. (


Exemple de aplicare. 


1.Dac÷ f(x) = x1+x2+...+xd, atunci  � EMBED Equation.2  ���=1 , x1=u-x2-...-xd deci (6) ne d÷ o formul÷ pentru repartiþia sumei a d variabile aleatoare:


(9)		� EMBED Equation.2  ���(u) = � EMBED Equation.2  ���


2. În propoziþia 1 se poate face o mic÷ generalizare. Anume, nu este nevoie ca funcþia u s÷ fie chiar bijectiv÷. Este suficient ca s÷ existe E,F ( (d mulþimi cu frontiera Jordan neglijabil÷ ca 


(d(Ec) =  (d(Fc)=0 ði u:E ( F s÷ fie bijectiv÷ ði afirmaþia se p÷streaz÷. De exemplu dac÷ f(x) = x1...xd, atunci funcþia u1= x1...xd , u2=x2, ...,ud=xd este o bijecþie de ((*)d  la ((*)d , � EMBED Equation.2  ���= x2...xd ði, cum complementara lui ((*)d este neglijabil÷  ði (6) ne d÷ repartiþia produsului a d variabile aleatoare


(10)		� EMBED Equation.2  ���(u) = � EMBED Equation.2  ���


3. Dac÷ d=2 ði f(x,y)=x/y g÷sim repartiþia raportului X1/X2 (presupunem c÷ X2(0)


(11)		� EMBED Equation.2  ���(u) = � EMBED Equation.2  ���


	În cazul în care ðtim c÷ variabilele X1,...,Xd sînt idependente, lucrurile se simplific÷ . Atunci cunoaðterea repartiþiilor P(Xj-1 antreneaz÷ cunoaðterea repartiþiei vectorului X : (X = � EMBED Equation.2  ���. Deci, dac÷ P(Xj-1=(j((, atunci P(X-1=(X((d cu (X = (1((2(...((d (cursul anterior). În acest caz formulele (9),(10),(11) devin


(12)		� EMBED Equation.2  ���(u) = � EMBED Equation.2  ���


(13)		� EMBED Equation.2  ���(u) = � EMBED Equation.2  ���


(14)		� EMBED Equation.2  ���(u) = � EMBED Equation.2  ���


	Cel mai elementar este cazul d=1. Aici se poate lucra ði direct, calculînd funcþia de repartiþie a variabilei f(X) (s÷ o not÷m Ff(X) : Ff(X) (x) = P(f(X) ( x). Dac÷ ea este continu÷ ði derivabil÷, atunci am ar÷tat (cursul    ? ) c÷ derivata sa este chiar densitatea


(15)		(f(X) = (Ff(X))’


	Obþinem astfel relaþii utile cum ar fi


(16)		(aX+b (u) = � EMBED Equation.2  ���


(17)		((X((u) =((X(u)+((-u))1(0,()(u)


(18)		� EMBED Equation.2  ���


(19)		({X}(u) = � EMBED Equation.2  ���


(20)		(sinX(u) =� EMBED Equation.2  ���


Exemplu de aplicare. Fie U,V dou÷ variabile aleatoare independente uniform repartizate (adic÷ (U = (V = 1(0,1) ). Se cere s÷ se g÷seasc÷ repartiþia variabilei aleatoare


(21)		Z = � EMBED Equation.2  ���


Soluþie. Fie X=� EMBED Equation.2  ��� ði Y=sin(2(V). Variabilele aleatoare X ði Y vor fi independente. 


Calcul÷m funcþia de repartiþie. Fie x(0. Atunci  FX(x) =P(X ( x) = P(-2lnU ( x2)= P(lnU ( -x2/2) = P(U ( � EMBED Equation.2  ��� ) = 1- FU(� EMBED Equation.2  ���) deci x>0 ( (X(x) = (FX)’(x) = x� EMBED Equation.2  ���(U(� EMBED Equation.2  ���) =x� EMBED Equation.2  ���(c÷ci 0(� EMBED Equation.2  ���(1) de unde


(22)		(X(x) = x� EMBED Equation.2  ���1(0,()(x)


	Þinînd seama c÷ (2(V(x) =� EMBED Equation.2  ��� (din (16)) din (20) rezult÷ c÷


(23)		(Y(x) = � EMBED Equation.2  ���


	Vom aplica acum relaþia (12). Deci (XY(u) = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� (datorit÷ comutativit÷þii înmulþirii). Vom prefera a doua relaþie. Cum


 (Y� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���  = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� rezult÷ c÷  


(Y� EMBED Equation.2  ���(X(x) = � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���de unde 


(24)		(XY(u) = � EMBED Equation.2  ��� 


Efectuînd o integrare prin p÷rþi (c÷ci (XY(u) = � EMBED Equation.2  ���) g÷sim c÷


(25)		(XY(u) = � EMBED Equation.2  ���


Facem acum schimbarea de variabil÷ x2-u2 = 2t ( dt=xdx. Atunci  (25) devine 


(26)		(Z(u) = (XY(u) = � EMBED Equation.2  ���=� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ��� = c� EMBED Equation.2  ���


R÷mîne s÷ g÷sim constanta c. Cum ðtim c÷ (Z este densitate de probabilitate rezult÷ c÷ 


(27)		c=� EMBED Equation.2  ���


R÷mîne s÷ calcul÷m integrala I = � EMBED Equation.2  ���. Ridicînd-o la p÷trat ði aplicînd teorema lui Fubini rezult÷ c÷ 


(28)		I2 = � EMBED Equation.2  ���


Pentru a o putea calcula - c÷ci nu are o primitiv÷ elementar÷ - trecem la coordonate polare: x=rcost, y=rsint, t([0,2(), r([0,(). Atunci se ðtie c÷ dxdy=rdrdt deci


(29)		I2 = � EMBED Equation.2  ��� = 2( 


de unde rezult÷ forma final÷ a densit÷þii lui Z:


(30)		(Z(u) = � EMBED Equation.2  ���


	Aceast÷ repartiþie este foarte important÷. Ea se numeðte repartiþia normal÷ standard. Metoda aleas÷ de a ajunge la ea are avantajul c÷ se poate simula foarte uðor pe calculator. Într-adev÷r, la fiecare apelare a funcþiei rnd (în BASIC) sau random (în PASCAL) se produce o variabil÷ aleatoare uniform repartizat÷, independent÷ de celelalte.(De fapt se simuleaz÷ o variabil÷ aleatoare uniform repartizat÷, c÷ci ea se produce conform unui algoritm generator de numere aleatoare, dar aceasta este o alt÷ discuþie). Atunci secvenþa (în BASIC)


	u=rnd : v=rnd : x=sin(8*atn(1)*u):y=sqr(-2*ln(v)):z=x*y


simuleaz÷ o variabil÷ aleatoare z repartizat÷ normal standard. Repartiþia normal÷ standard se noteaz÷ N(0,1) (alþi autori o notez÷ (0,1) . Deci N(0,1)=(Z((  cu ( m÷sura Lebesgue.





Convoluþia. 


	Cazul particular al problemei (1) în care d=2 ,  X1, X2 sînt independente ði f(x,y)=x+y este foarte important ði se preteaz÷ la o abordare mai general÷ decît cea în care presupunem c÷ X1 ði X2 sînt absolut continue. Dac÷ (1, (2 sînt  repartiþiile lui X1, X2 , F1 ði F2  funcþiile lor de repartiþie, atunci funcþia de repartiþia a sumei lor   S = X1+ X2 este 


FS(u) = P(X1+X2 ( u ) = � EMBED Equation.2  ���(x+y)d((1((2)(x,y) (din formula de transport) =� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���(x+y)d((1(x))d(2(y) (Fubini) =� EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���(x)d((1(x))d(2(y)


 =� EMBED Equation.2  ���(1((-(,u-y])d(2(y) = � EMBED Equation.2  ���F1(u-y)d(2(y) ði, schimbînd ordinea de integrare, vedem c÷ acceaði valoare o are ði integrala � EMBED Equation.2  ���F2(u-x)d(1(x). Repartiþia lui S se numeðte convoluþia lui (1 cu (2 ði se noteaz÷ (1((2.  Deci din cele de mai sus rezult÷ relaþia


(31)		(1((2(B) = � EMBED Equation.2  ���(1(B-y)d(2(y) = � EMBED Equation.2  ���(2(B-x)d(1(x) ( B ( (  borelian


Observaþie. Convoluþia definit÷ în (31) are sens pentru orice dou÷ m÷suri m÷rginite de pe dreapt÷, nu neap÷rat probabilit÷þi. De asemenea, este uðor de v÷zut c÷ ((((1+(2)=(((1 + (((2 , deci convoluþia este distributiv÷ faþ÷ de adunarea m÷surilor. De aceea se mai numeðte ði produs de convoluþie.


Propoziþia 2. (i).  Fie m1 mulþimea repartiþiilor pe  dreapta real÷. Atunci (m1,() este un monoid comutativ cu elementul neutru (0.


(ii). Dac÷ (1 ði (2 sînt absolut continue faþ÷ de (, cu densit÷þile (1 ði (2 atunci (1((2 este de asemenea absolut continu÷ ði densitatea sa este


(32)		(1((2(u) = � EMBED Equation.2  ���(1(u-t)(2(t)dt = � EMBED Equation.2  ���(2(u-t)(1(t)dt


	Densitatea (1((2 se numeðte produsul de convoluþie al densit÷þilor (1 ði (2. 


(iii). Dac÷ (1 ði (2 sînt discrete, atunci (1((2 este de asemenea discret÷. 


(iv). Dac÷ (1 ði (2 sînt sînt repartiþii pe mulþimea numerelor naturale cu funcþiile generatoare (i=� EMBED Equation.2  ���(i({n})xn, i=1,2 atunci funcþia generatoare a repartiþiei (1((2 este


(33)		� EMBED Equation.2  ���  


(v). Dac÷ (Xi)1(i(n sînt variabile aleatoare independente cu valori numere naturale, ði funcþiile lor generatoare sînt (i atunci funcþia generatoare a sumei lor S este produsul funcþiilor (i :


(34)		(S = (1(2...(n . 


Demonstraþie.(i).Fie ( , ( , ( trei repartiþii pe dreapt÷ ði X,Y,Z trei variabile aleatoare independente astfel ca (=P(X-1, (=P(Y-1, (=P(Z-1. Atunci ((( este repartiþia lui X+Y. Cum X+Y este independent÷ de Z, rezult÷ c÷ (((()(( este repartiþia sumei X+Y+Z. Pe de alt÷ parte variabilele aleatoare X ði Y+Z sînt iar÷ði independente ði au repartiþiile ( ði ((( deci (((((() este repartiþia aceleiaði variabile aleatoare. Aðadar produsul de convoluþie este asociativ. Elementul neutru este (0 deoarece aceasta este repartiþia variabilei aleatoare X=0 (mod P).


(iii). Este uðor de v÷zut c÷ (a((b = (a+b deci, datorit÷ distributivit÷þii faþ÷ de adunare a convoluþiei avem c÷ � EMBED Equation.2  ��� .


(iv). Fie X ði Y dou÷ variabile aleatoare independente cu valori numere naturale cu proprietatea c÷ (1=P(X-1 ði (2=P(Y-1. Fie (j funcþiile generatoare ale repartiþiilor (j, j=1,2.  Atunci (1(x)=E(xX) ði (2(x)=E(xY) ( 0(x(1. Pentru fiecare x variabilele aleatoare xX ði xY sînt iar÷ði independente, deci (1(x)(2(x) = E(xX)E(xY)=E(xXxY)=E(xX+Y)=(X+Y(x) = � EMBED Equation.2  ���.


(v). Aceeaði demonstraþie: media unui produs de variabile aleatoare independente este produsul mediilor. (


Exemplu de aplicare. Repartiþia binomial÷. Fie Xj, 1(j(n  variabile i.i.d. cu repartiþia comun÷ (=p(1+q(0. Deci P(Xj=1)=p, P(Xj=0)=q, cu q=1- p. Se cere s÷ se g÷seasc÷ repartiþia sumei lor, S.  Funcþia generatoare a variabilelor Xj este q+px , deci din punctul (v) al propoziþiei anterioare


 (35)		(S(x)=(q+px)n = � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���


deci , identificînd termenii asemenea din (S rezult÷ c÷      P(S=j)= � EMBED Equation.2  ���. Aceasta este repartiþia binomial÷ de parametri n ði p. Simboliz÷m faptul c÷ o variabil÷ aleatoare X este binomial repartizat÷ prin X ~ B(n,p). Interpretarea este urm÷toarea: dac÷ repet÷m de n ori un experiment cu în care rezultatul poate s÷ fie doar 0(pierdere) sau 1(succes) , ði anume P(succes)=p, iar rezultatele experimentului sînt independente, atunci  probabilitatea ca s÷ avem exact   succese este � EMBED Equation.2  ���. De exemplu, probabilitatea ca aruncînd o moned÷ de n ori s÷ obþinem j steme este � EMBED Equation.2  ���iar probabilitatea de a obþine de j ori “6” în n arunc÷ri cu zarul este � EMBED Equation.2  ���.


Derivînd funcþia generatoare (35) g÷sim imediat media ði dispersia unei variabile aleatoare binomiale:


(36)		X ~ B(n,p) ( EX=np, (2(X)=npq


Repartiþia hipergeometric÷. O urn÷ conþine a bile albe ði n bile negre, în total t=a+n bile. Se extrag k bile (deci k(t). Not÷m cu X num÷rul de bile albe. X este o variabil÷ aleatoare care poate lua valorile 0,1,...,k. Spaþiul de selecþie este (={(({1,...,t}( (((=k }. Accept÷m c÷ toate submulþimile ( au aceeaði probabilitate de apariþie, deci ne plas÷m în cadrul clasic. Atunci P({(}) = � EMBED Equation.2  ���. Înseamn÷ c÷ pj:= P(X=j)= � EMBED Equation.2  ���, c÷ci cele j bile albe pot fi alese în � EMBED Equation.2  ���feluri iar cele k-j bile negre în � EMBED Equation.2  ���feluri. Vrem s÷ calcul÷m media ði dispersia lui X. Fie p=a/t proporþia bilelor albe ði q=1-p = n/t cea a bilelor negre. Fie (a,t,k(x) =� EMBED Equation.2  ���pjxj  funcþia generatoare  Atunci (‘a,t,k(x) =� EMBED Equation.2  ��� =� EMBED Equation.2  ��� =  � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���xj-1 =kp� EMBED Equation.2  ��� de unde rezult÷ relaþia de recurenþ÷


(37)		(‘a,t,k(x) = kp(a-1,t-1,k-1(x)





Pentru a g÷si dispersia folosim formula (2(X) = (”(1)+(‘(1)-((‘(1)2 (unde ( = (a,t,k) ði relaþia de recurenþ÷ (37). Rezult÷ (2(X) = k(k-1)p� EMBED Equation.2  ��� + kp - k2p2 = kp((k-1) � EMBED Equation.2  ��� + 1 - k� EMBED Equation.2  ���) = kpq� EMBED Equation.2  ��� de unde


(38)		EX = (‘a,t,k(1) =kp, (2(X) = kpq� EMBED Equation.2  ���


Repartiþia Poisson. Se mai numeðte ”legea evenimentelor rare” ði se obþine din repartiþia binomial÷ pentru care np((. Se noteaz÷ cu ((. Prin definiþie o variabil÷ aleatoare X este repartizat÷ Poisson cu parametrul ( dac÷


(39)		P(X=k)=� EMBED Equation.2  ���


Funcþia sa generatoare este ((x)= e((x-1) de unde I se calculeaz÷ imediat media ði dispersia


(40)		X ~ (( ( EX = (2(X) = (l


Repartiþia geometric÷. Este repartiþia timpului de aðteptare pîn÷ la producerea unui eveniment care are probabilitatea p de a se produce. Adic÷


(41)		P(T=k) = pqk-1 cu k(1, q=1-p


Funcþia generatoare este ((x)=� EMBED Equation.2  ��� din derivarea c÷reia se obþine imediat


(42)		ET  = � EMBED Equation.2  ���, (2(X) = � EMBED Equation.2  ���


Teorema limit÷ central÷. Apariþia fireasc÷ a repartiþiei normale.


Dac÷ vom avea curiozitatea s÷ convolut÷m o repartiþie absolut continu÷ cu ea îns÷ði de mai multe ori ði vom face graficul densit÷þilor care se obþin , vom observa cum aceste densit÷þi cap÷t÷ o form÷ de 

















lopot, sem÷nînd cu graficul funcþiei care d÷ densitatea repartiþiei normale x ( � EMBED Equation.2  ���. Demonstrarea acestui fapt dep÷ðeðte cadrul cursului de faþ÷. Vom da de aceea f÷r÷ demonstraþie urm÷torul rezultat, care este a doua teorem÷ fundamental÷ a teoriei probabilit÷þilor - dup÷ legea numerelor mari.


Teorema limit÷ central÷. Fie (Xn)n un ðir de variabile aleatoare i.i.d. avînd media m ði dispersia (. Fie Sn variabilele aleatoare


(43)		Sn = � EMBED Equation.2  ���


	Fie Fn funcþia de repartiþie a variabile aleatoare Sn ði ( funcþia de r


epartiþie a normalei standard N(0,1).


	Atunci Fn(x) ( ( (x) ( x ( (


	Interpretarea statistic÷ este : indiferent de repartiþia ( a unei variabile aleatoare X, mediile de selecþie tind s÷ fie normal repartizate.


Exerciþii


1. n+1 variabile aleatoare independente cîte n dar nu independente.Fie (G,b,() un spaþiu probabilizat cu structur÷ de grup. Presupunem c÷ grupul (G,+) are proprietatea c÷ funcþia de translaþie ta(x)=x+a p÷streaz÷ m÷sura pentru orice a(G, adic÷ ((ta-1=( ( a(G. Fie atunci (=Gn, k = b n,P=(n. Pe acest spaþiu probabilizat consider÷m variabilele aleatoare Xj = prj dac÷ 1(j(n ði X=X1+...+Xn. Aceste n+1 variabile aleatoare sînt identic repartizate, repartiþia lor fiind (  , oricare n din ele sînt independente dar dac÷ G are cel puþin dou÷ elemente, ele nu sînt independente.


Indicaþie. Cum ((A+a)=((A) ( a(G, A( b, rezult÷ c÷ ((((A)=� EMBED Equation.2  ���((A-x)d((x) )=� EMBED Equation.2  ���((A)d((x) =((A). Din aproape în aproape rezult÷ c÷ P(X-1 = ((n = (, deci cele n+1 variabile aleatoare sînt identic repartizate. Ar÷t÷m c÷ (X1,...,Xn-1,X) sînt independente. Fie f : ( ( ( m÷surabil÷ m÷rginit÷. Atunci , din formula de transport  ði Fubini Ef(X1,...,Xn-1,X)= � EMBED Equation.2  ���f(x1,...,xn-1,x1+x2+...+xn)d((x1)...d((xn). Pentru x1,...,xn-1 fixaþi fie g(x)= f(x1,...,xn-1,x). Cum ( invariaz÷ pe ta avem  � EMBED Equation.2  ���gd( = � EMBED Equation.2  ���gd((ta-1 =� EMBED Equation.2  ���g(ta)d( adic÷ � EMBED Equation.2  ���g(x)d((x) =� EMBED Equation.2  ���g(x+a)d((x) ( a(G. Pentru a=x1+...+xn-1 rezult÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���g(x1+...+xn-1+xn)d((xn)  =� EMBED Equation.2  ���g(xn)d((xn) deci Ef(X1,...,Xn-1,X)= � EMBED Equation.2  ���f(x1,...,xn-1, xn)d((x1)...d((xn) = � EMBED Equation.2  ���f d(n . Înlocuind f cu indicatorul mulþimii B1(B2(...(Bn , Bj ( b  rezult÷


  P(X1(B1,...,Xn-1(Bn-1,X(Bn)=P(X1(B1)..P(Xn-1 (Bn-1) P(X(Bn) adic÷ X1,...,Xn-1,X sînt independente. Cele n+1 variabile aleatoare nu sînt independente deoarece ((X) ( ((X1,...,Xn). Din asociativitatea independenþei, ar trebui ca aceste dou÷ (-algebre s÷ fie independente. Ar rezulta c÷ ((X) este independent÷ de ea îns÷ði,deci A(((X) ( P(A)=P(A(A) = P(A)P(A) (P(A)({0,1} adic÷ X ar fi constant÷ (mod (). Dar X este suma proiecþiilor. Dac÷ ar fi constant÷ ar trebui ca (=(a pentru un anume a(G. Îns÷ o m÷sur÷ Dirac nu are cum s÷ invarieze translaþia c÷ci (a({a})=1, (a({a+b})=0 ( b(0. (


2. Fie Z=(X,Y) un punct aleator uniform repartizat, adic÷ X,Y sînt independente ði uniform repartizate. Ar÷taþi c÷ : 


	(X+Y(x)=x1(0,1)(x)+(2-x)1(1,2)(x),


	 (X-Y(x)=(1-(x()1(-1,1)(x),


 	((X-Y((x)= (min(X,Y)(x)=(2-2x)1(0,1)(x)


	(max(X,Y)(x)=2x1(0,1)(x) = � EMBED Equation.2  ���(x)


	(XY(x)=-ln(x)1(0,1)(x)


	(X / Y(x)=1(0,1)(x)/2 + � EMBED Equation.2  ���


	� EMBED Equation.2  ���


Calculaþi apoi mediile ði medianele acestor variabile aleatoare. 


Indicaþie. Mediile sînt : 1,0,1/3,2/3,1/4, nu are medie, � EMBED Equation.2  ���.
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