Curs 7.   Teorema Radon - Nikodym.





	Fie ((,k,() un spaþiu cu m÷sur÷, L1(() spaþiul vectorial al funcþiilor (-integrabile ði m((,k) spaþiul vectorial al m÷surilor m÷rginite cu semn pe spaþiul m÷surabil ((,k).. În cursul precedent am construit un operator liniar (=(( , (: L1(() ( m((,k) dat prin ((f) = f((.





	Ne propunem s÷ determin÷m spaþiile Ker(() ði Im(().





Definiþii. Relativizarea noþiunilor  de egalitate, inegalitate ði incluziune. Fie f,g:(( dou÷ funcþii m÷surabile. Spunem c÷ f ði g coincid (-aproape peste tot dac÷ (({((((f(()(g(()}) = 0, deci dac÷ mulþimea pe care cele dou÷ funcþii difer÷ este neglijabil÷ faþ÷ de m÷sura (. Vom nota pe scurt acest lucru prin “ f = g ( a.s. “ sau “f = g a.s.” (dac÷ m÷sura ( se subînþelege) sau “f = g (mod () ” . Analog o scriere de tipul “ f ( g (mod () ” (respectiv “ f  > g (mod () ”,  “ f ( g (mod () ”, 


“ f < g (mod () ”, “A = B (mod () ”, “ A (  B (mod () ”,“A ( B (mod () ”) va însemna “ (({f < g})=0 ” (respectiv “ (({f  ( g} ) = 0 ”, “ (({f > g})=0 ” ,  “ (({f ( g})=0 ”,  “ 1A= 1B (mod () ”  , “ 1A ( 1B (mod () ”, “ 1A  ( 1B (mod () ”. 





Lema 1. Fie f ( 0 m÷surabil÷. Atunci � EMBED Equation.2  ���fd( = 0 ( f=0 (mod ().


Demonstraþie. “(“. Fie E={f>0}. Presupunem prin absurd c÷ ((E)>0. S÷ remarc÷m c÷ E=� EMBED Equation.2  ���E(n) cu E(n)={f > 1/n}. Mai mult, ðirul de mulþimi (E(n))n este cresc÷tor deci ðirul (f1E(n))n va fi un ðir cresc÷tor de funcþii m÷surabile. Pe de alt÷ parte, din continuitatea monoton÷ a oric÷rei m÷suri, rezult÷  c÷ ((E)=lim ((En) > 0 ( ( n(0) ca ((E(n(0))) > 0. Atunci avem  :  � EMBED Equation.2  ���fd(   = � EMBED Equation.2  ���f1E d( =lim � EMBED Equation.2  ���f1E(n) d( (teorema Beppo-Levi)  = sup � EMBED Equation.2  ���f1E(n) d(  ( � EMBED Equation.2  ���f1E(n(0)) d(   (  � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���1E(n(0)) d( (deoarece  ((E(n(0)) ( f(() > 1/n(0) )  = ((E(n(0))) / n(0)  >0, absurd.


“(“. Fie fn = min(f,n). Atunci (fn)n este un ðir cresc÷tor de funcþii m÷surabile. Pe de alt÷ parte, f=0 (mod () ( fn=0 (mod () ði 0 (  � EMBED Equation.2  ���fnd( = � EMBED Equation.2  ���fn� EMBED Equation.2  ���d( ( � EMBED Equation.2  ���n� EMBED Equation.2  ���d( (c÷ci fn(n) =n(({fn>0}) =0 ( � EMBED Equation.2  ���fnd( =0 (n. În concluzie, folosind iar÷ði teorema Beppo-Levi � EMBED Equation.2  ���fd( = lim� EMBED Equation.2  ���fnd(=0. (





Lema 2. Fie f o funcþie care admite (-integral÷. Atunci 


		� EMBED Equation.2  ���f1A d( ( 0 ( A( k  (  f(0 (mod ().


�Demonstraþie. “(“. S÷ presupunem  prin absurd c÷ (({f<0}) > 0, atunci exist÷ n ca (({f<-1/n})>0. Fie A = {f<-1/n}. Atunci � EMBED Equation.2  ���f1A d( ( (-1/n)((A) < 0 , absurd. 


“(“. Fie E={f<0}. Prin ipotez÷ ((E)=0. Atunci � EMBED Equation.2  ���f1A d( = � EMBED Equation.2  ���f1E1A d( + � EMBED Equation.2  ���f1(\E 1A d(. Funcþia ( ( -f(()1EA(() este nenegativ÷ ði egal÷ cu 0 (-a.s. Din Lema 1 rezult÷ atunci c÷ � EMBED Equation.2  ���f1E1A d( = 0 ( � EMBED Equation.2  ���f1A d( =� EMBED Equation.2  ���f1(\E 1A d(  ( 0 deoarece funcþia ( ( f1(\E 1A(() este nenegativ÷. (.





 Propoziþia 3. f ( Ker(() ( f=0 (mod ().


Demonstraþie. “(“.Dac÷ f ( Ker((), atunci f(( = 0 ( � EMBED Equation.2  ���f1A d( = 0 ( A( k  ( f=0 (mod () (am aplicat lema 2 pentru f ði pentru -f). “(“.Dac÷ f=0 (mod () atunci aplicînd Lema 2 rezult÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���f1A d( = 0 ( A( k.  deci f((=0(





Corolar 4. ((f)=((g) ( f=g (mod (). 





Corolar 5. Dac÷ f=g (mod (), atunci � EMBED Equation.2  ���fd( =� EMBED Equation.2  ���gd(.





	Convergenþa (-aproape sigur÷. Plasarea teoremelor Beppo-Levi ði Lebesgue în context natural.





Definiþie. Fie (fn)n un ðir de variabile aleatoare. Spunem c÷ (fn) converge la 0 (-aproape sigur ði scriem fn ( 0 (-a.s. (sau  fn ( 0 (mod () , sau înc÷ fn(x) ( 0 aproape pentru toþi x(( ) dac÷ (({ ((fn(() ( 0 }c) = 0, adic÷ dac÷ mulþimea acelor puncte ( pentru care ðirul fn(() nu converge la 0 este (-neglijabil÷. Dac÷ pentru orice (>0 m÷sura mulþimii acelor puncte ( pentru care (fn(()(>( tinde la 0, spunem c÷ fn converge la 0 în m÷sur÷ ði scriem fn� EMBED Equation.2  ���0 . S÷ remarc÷m echivalenþele  „fn(() nu converge la 0”  ( „( (>0  ca (fn(()((( de o infinitate de ori” ( „( k (1 ca (fn(()( ( 1/k de o infinitate de ori”  ( „ ( k (1 ca ( n (1 ( p(0 ca(fn+p(()( ( 1/k” . Cu alte cuvinte


(1)		fn ( 0 (mod () ( ((� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���{(fn+p((1/k)=0


 (2)		fn� EMBED Equation.2  ���0 ( lim (({(fn((() = 0 ( (>0





Definiþie. Spunem c÷ fn ( f (-aproape sigur dac÷ fn-f ( 0 (mod (). 


Dac÷ fn-f� EMBED Equation.2  ���0 spunem c÷ fn converge la f în m÷sur÷.





Observaþie.În general nu este nici o implicaþie între aceste dou÷ tipuri de convergenþ÷ . De exemplu, dac÷ ((,k,()=((,b((),() cu ( m÷sura Lebesgue, atunci ðirul fn=1[n,() converge la 0 aproape sigur (de fapt, peste tot), dar nu în m÷sur÷ c÷ci (({fn>1/2})=( ( n. Pe de alt÷ parte, dac÷ an este un ðir cresc÷tor cu lim an=( , lim(an+1-an)=0 ði An={x-[x] ; an ( x < an+1 } atunci funcþiile fn=� EMBED Equation.2  ���converg în m÷sur÷ la 0 (c÷ci (<1 ( (({fn > (}) = ((An)  (  (([an,an+1)) ( 0) dar fn nu converge la 0 (mod () deoarece pentru orice x((0,1), fn(x)=1 de o infinitate de ori: pentru fiecare n cu proprietatea c÷ [an,an+1)({x,x+1,x+2,...}((. Totuði, dac÷ m÷sura ( este m÷rginit÷, exist÷ o implicaþie.





Propoziþia 6. Dac÷ ( este o m÷sur÷ m÷rginit÷, atunci convergenþa (-aproape sigur÷ o implic÷ pe cea în m÷sur÷.


Demonstraþie. Fie (fn)n un ðir de variabile aleatoare care converge aproape sigur la f. Înlocuind pe fn cu fn-f putem presupune c÷ f=0. Fie Ek = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���{(fn+p((1/k} . Mulþimile Ek formeaz÷ un ðir cresc÷tor ði din (1) avem c÷ ((� EMBED Equation.2  ���Ek)= 0 ( ((Ek)=0 ( k. Dar Ek este intersecþia unui ðir descresc÷tor de mulþimi : Ek=� EMBED Equation.2  ���Bk,n cu Bk,n = � EMBED Equation.2  ���{(fn+p((1/k}. Cum ((Bk,1) ( (, continuitatea monoton÷ a unei m÷suri implic÷ 0 =((Ek)=limn(( ((Bk,n) de unde limn(( (({(fn((1/k}) ( limn(( ((Bk,n) = 0 ceea ce, evident implic÷ (2). (





Corolar 7. Dac÷ ( este o m÷sur÷ m÷rginit÷, atunci 


	fn ( f (mod () ( limn(( (({supk(fn+k-f((1/k})=0 ( k(1.





Demonstraþie. Din raþionamentul precedent  avem: fn ( f (mod () ( ((� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���{(fn+p-f(>1/k})=0 ((( � EMBED Equation.2  ���{supp(fn+p-f(>1/k})=0  (c÷ci  sup ap >( ( ( p ca ap > ( ) ( limn(( (({supk(fn+k-f((1/k})=0 (din continuitatea monoton÷ a m÷surii. (





Teorema 8 (Beppo-Levi). Fie (fn)n un ðir de variabile aleatoare.


(i).   Dac÷ m<n ( fm ( fn (mod ()  ði � EMBED Equation.2  ���f1 d( ( -( atunci (fn)  este un ðir convergent (-aproape sigur ði lim� EMBED Equation.2  ���fn d( =� EMBED Equation.2  ���limfn d( unde prin lim fn se înþelege o variabil÷ aleatoare cu proprietatea c÷ fn(f (mod ().


(ii).   Dac÷ m < n ( fm ( fn (mod ()  ði � EMBED Equation.2  ���f1 d( ( ( atunci (fn)  este un ðir convergent (-aproape sigur ði lim� EMBED Equation.2  ���fn d( =� EMBED Equation.2  ���limfn d( unde lim fn are aceeaði semnificaþie ca la (i).


Demonstraþie.Vom dovedi numai prima afirmaþie, deoarece cealalt÷ se obþine imediat din ea. Fie m ( n ði Nm,n={((( ( fm(()>fn(()}. Din ipotez÷ Nm,n sînt toate neglijabile. Fie E reuniunea acestor mulþimi. E este de asemenea neglijabil÷. Fie gn=fn1( \ E . Atunci gn=fn (mod (), (gn)n formeaz÷ un ðir cresc÷tor ði din Corolarul 5 � EMBED Equation.2  ���fnd( = � EMBED Equation.2  ���gnd(. Fiind un ðir cresc÷tor, (gn)n are o limit÷, f. Atunci fn converge aproape sigur la f deoarece mulþimea punctelor ( pentru care fn(() nu converge la f(() este inclus÷ în E, deci este neglijabil÷. Ðirului (gn)n îi aplic÷m teorema Beppo Levi clasic÷, din cursul anterior . (





Teorema 9.(Principiul domin÷rii) Dac÷ fn(f (mod () ði exist÷ g (L 1(() , g(0 ca (fn( ( g (mod () ( n, atunci � EMBED Equation.2  ���fd( = lim � EMBED Equation.2  ���fnd(.


Demonstraþie. Similar÷ cu cea anterioar÷. Punem E={((( ( fn(() nu converge la f(() sau exist÷ k ca (fk(()(>g(() }. Mulþimea E este neglijabil÷ ði înlocuind funcþiile fn cu fn1( \ E putem aplica teorema Lebesgue clasic÷.( 





	Ne va preocupa acum s÷ g÷sim imaginea operatorului ( introdus în cursul anterior. Pentru fiecare f ( L 1(()  ðtim deja c÷ ((f) := f(( va fi o m÷sur÷ m÷rginit÷ cu semn.








M÷suri cu semn. Descompunerea Hahn - Jordan .





	Fie (: k (( o m÷sur÷ cu semn m÷rginit÷. 





Lema 11. (Continuitatea monoton÷). Dac÷ An(A (respectiv An(A) atunci ((An)(A.


Demonstraþie. Este o consecinþ÷ a (-aditivit÷þii. Demonstraþia este aceeaði ca în cazul m÷surilor.(





Propoziþia 11. Exist÷ o   mulþime E  k - m÷surabil÷ cu proprietatea c÷ 	


		((E) = sup{((A) ( A ( k }


Demonstraþie. Fie k= sup{((A) ( A ( k } ði An( k ca ((An)(k  . Dac÷ am ðti c÷ (An)n este un ðir cresc÷tor de mulþimi, ar fi foarte simplu: am pune E reuniunea mulþimilor An. Neavînd nici o garanþie a faptului acesta, va trebui s÷ adopt÷m o alt÷ cale.


	Fie dn partiþiile generate de mulþimile {A1,A2,...,An}. Atomii lor sînt de forma


(3)		 ((I,n)=� EMBED Equation.2  ��� , I ({1,2,...,n}


Partiþiile dn sînt din ce în ce mai fine în sensul c÷ orice atom al lui dn se împarte în atomi ai lui dn+1. Deci dac÷ (( dn ði (*( dn+1, atunci nu sînt decît dou÷ posibilit÷þi: sau (* ( ( , sau (*((c. Dintre atomii lui dn , unii vor avea m÷sura ( pozitiv÷, alþii negativ÷.


	 S÷-i numim pe primii atomi pozitivi ði pe ceilalþi atomi negativi. 


	Fie En reuniunea tuturor atomilor pozitivi ai partiþiei dn. Cum mulþimile Aj , 1(j(n la rîndul lor se compun din atomi , cu unii posibil negativi, ((Aj) ( ((En) ( 1(j(n. Nici despre ðirul de mulþimi (En) nu putem garanta c÷ este cresc÷tor, dar putem demonstra c÷ 


(4)		((En(En+1(...(En+p) ( ((En) ( p(1.


Într-adev÷r, putem scrie En,p := En(En+1(...(En+p sub forma 


(5)	En,p = En ( C1 (...(Cp


unde C1 este reuniunea atomilor pozitivi care nu sînt în En, C2 reuniunea atomilor pozitivi care nu sînt nici în En ði nici în En+1, ...,Cp reuniunea atomilor pozitivi care sînt numai în En+p. Atunci ((En,p)=((En) +((C1)+...+((Cp) iar num÷rul din dreapta este mai mare sau egal cu ((En) c÷ci 1(j(p (((Cj) este o sum÷ de m÷suri de atomi pozitivi. 


	Fie


(6)		Fn =� EMBED Equation.2  ���En,p


Cum ðirul de mulþimi (En,p)p este cresc÷tor. ((Fn)=limp((((En,p) ( ((En) (((An). În plus, (Fn)n este un ðir descresc÷tor de mulþimi. Fie E reuniunea lor. Din continuitatea monoton÷ a m÷surii (


(7)		((E) = limn((((Fn) ( limn((((An) = k


deci ((E)=k datorit÷ definiþiei lui k. (





Propoziþia 12. Mulþimea E construit÷ mai sus are propriet÷þile


(7)		A (k, A ( E ( ((A) (0


(8)		A ( k,, A ( Ec ( ((A) (0


Demonstraþie.Fie A(E. Dac÷ ((A)<0, atunci ((E\A)=((E)-((A)>((E), ceea ce contrazice faptul c÷ ((E)(((B) ( B (k  . La fel, dac÷ A (Ec ði ((A)>0, atunci ((E ( A)=((E)+((A) >((E) contradicþie.





Definiþie. Mulþimea E construit÷ la Propoziþia 1 se numeðte mulþimea lui Hahn ataðat÷ m÷surii ( ði o vom nota E=H(().





Propoziþia 13. H(() este unic÷ în sensul c÷ dac÷ D ( k este o alt÷ mulþime ca ((D)=sup ((k) ði A ( D ( E, atunci ((A)=0.


Demonstraþie. Dac÷ ar exista A ( k ca A ( (D \ E) ( (E \ D) ði ((A)(0, atunci sau ((ADEc)(0 sau ((AEDc)(0. Ambele situaþii sînt absurde. Într-adev÷r, dac÷ de exemplu ((ADEc)>0, atunci ((E ( ADEc)>((E), absurd. Dac÷ ((ADEc) < 0, atunci ((D \  ADEc) > ((D) ði la fel se întîmpl÷ în celelalte dou÷ situaþii. (





Teorema 14 (Descompunerea lui Hahn).Orice m÷sur÷ cu semn m÷rginit÷ ( se poate scrie sub forma


(9)		( = (+ - (-


unde (+ ði (- sînt dou÷ m÷suri obiðnuite m÷rginite. Mai mult, (+ ði (- pot fi alese ca s÷ satisfac÷ 


(10)		(+(A) = sup{((B) (B(A, B(k} , -(-(A) = inf {((B) (B(A, B(k}


	În plus, dac÷ se respect÷ condiþia (10),descompunerea (9) este unic÷.


Demonstraþie. Fie E=H(() mulþimea lui Haar. Punem (+(A)=((AE) ði (- (A)=-((AEc). Cele dou÷ m÷suri sînt pozitive datorit÷ Propoziþiei 12 ði evident  este satisf÷cut÷ relaþia 9. S÷ verific÷m (10). S÷ presupunem prin absurd c÷ exist÷ B(A ca (+(A) < ((B) adic÷ ((AE) <((B). Cum ((B)=((BE)+((BEc) ði al doileatermen este negativ, rezult÷ c÷ ((BE) ( ((B) > ((AE) de unde (((A \ B)E)=((AE)-((BE)<0 ceea ce este absurd datorit÷ lui (7) : (A\B)E ( E. Deci condiþiile (10) sînt verificate. Unicitatea este acum evident÷ deoarece (10) introduce o nou÷ definiþie pentru (+ ði (-.





Definiþie. M÷sura (((=(++(- se numeðte variaþia lui (. Funcþia  (.(: m((,k) ( ( definit÷ prin ((( := (+(()+(-(() este o norm÷ se numeðte norma variaþie a lui (.





	Leg÷tura între aceste noþiuni ði funcþia ( este dat÷ de


Propoziþia 15. Fie ((,k,() un spaþiu cu m÷sur÷ oarecare ði f ( L1(().  


	 Atunci (f(()+ = (f+)((,          (f(()- = (f-)((, ði (f(((=(f(((.


Demonstraþie. Este clar c÷ pentru m÷sura f((  mulþimea sa Hahn  H(f(() este chiar mulþimea {f>0}.(





Propoziþia 16. Dac÷ ( este o m÷sur÷ m÷rginit÷ cu semn, atunci (=f(((( unde


f = 1E -1( \ E = 2(1E - 1 cu E=E(().


Demonstraþie. Este o consecinþ÷ imediat÷ a propoziþiei anterioare.(








Teorema Radon-Nikodym.





	Revenim acum la problema determin÷rii imaginii lui (. O observaþie imediat÷ este c÷ dac÷ f este o funcþie care admite integral÷, atunci m÷sura cu semn ( = f(( are proprietatea 


(11)		A (k ,  ((A)=0 ( ((A) = 0


(Într-adev÷r, ((A)=� EMBED Equation.2  ���f1Ad( iar f1A = 0 (mod () de unde (11) rezult÷ din Lema 2 aplicat÷ pentru f ði -f)





Definiþie. Fie ( o m÷sur÷ ði ( o m÷sur÷ cu semn . Dac÷ se verific÷ relaþia (11) vom spune c÷ ( este absolut continu÷ faþ÷ de ( ði vom nota acest lucru prin “( << (“. Este imediat c÷ întotdeauna ( << ( ði c÷ dac÷ (1, (2 ði (3 sînt m÷suri cu proprietatea c÷ (1 << (2 ði (2 << (3 , atunci (1 << (3.  O consecinþ÷ imediat÷ a definiþiei este 





Propoziþia 17. Fie ( o m÷sur÷ oarecare ði (: L1(() ( m((,k) dat prin ((f) = f((.


Atunci Im(() ( { ( ( m((,k)  ( (<<(}.





	Interesant este c÷ uneori este valabil÷ ði incluziunea invers÷. Aceasta este celebra teorem÷ Radon-Nikodym.





Lema 18. Fie ( o m÷sur÷ oarecare ði ( o m÷sur÷ m÷rginit÷. Fie f((,() = {f(0(f(( ( ( }. Atunci (f((,(),() este o mulþime inductiv ordonat÷, unde “ f(g “ înseamn÷ 


“ f(g” (mod ()


Demonstraþie. Fie  m  ( f((,() o familie total ordonat÷. Trebuie s÷ demonstr÷m c÷ orice familie total ordonat÷ admite un majorant. Fie k = sup{ � EMBED Equation.2  ���fd( ( f( m }. Atunci exist÷ un ðir de funcþii (fn)n ( m  ca ðirul (� EMBED Equation.2  ���fn d()n ( k. Rezult÷ c÷ m < n ( fm ( fn. Într-adev÷r, familia � EMBED Equation.2  ���fd( fiind total ordonat÷,  nu sînt decît dou÷ posibilit÷þi : fm( fn sau fn ( fm. Dar m<n ( � EMBED Equation.2  ���fm d( (� EMBED Equation.2  ���fn d( deci a doua variant÷ este exclus÷. În concluzie ðirul (fn)n este cresc÷tor. Deci are o limit÷ aproape sigur÷,  f. Pentru  orice A ( k  teorema Beppo Levi arat÷ c÷ � EMBED Equation.2  ���f1A d( = limn(( � EMBED Equation.2  ���fn1A d( = limn((  (fn(()(A) ( ((A)  ( f(( ( ( sau, altfel spus f ( f((,(). S÷ ar÷t÷m c÷ f este un majorant pentru m. Fie g ( m. S÷ presupunem prin absurd c÷ nu este adev÷rat c÷ g ( f. Atunci mulþimea  A={g > f} va avea m÷sura ((A)>0. Cum fn(f rezult÷ c÷ (({g>fn})>0 (n ( fn ( g (n (c÷ci m  este total ordonat÷) ( f ( g ( k =� EMBED Equation.2  ���fd( ( � EMBED Equation.2  ���g d(  .  Dar � EMBED Equation.2  ���g d( - � EMBED Equation.2  ���fd(  ( � EMBED Equation.2  ���(g - f)1A d( >0 ceea ce este absurd c÷ci ar rezulta c÷ � EMBED Equation.2  ���g d( > k ceea ce  contrazice proprietatea de supremum a lui k=� EMBED Equation.2  ���fd(. (





Propoziþia 19. Fie ( ði ( dou÷ m÷suri m÷rginite ca (<<(. Atunci exist÷ f ( 0, f( L1(()  ca (=f((  .


Demonstraþie. Din Lema lui Zorn mulþimea f((,() din Lema 18 admite elemente maximale. Fie f unul din ele, fixat. Vom ar÷ta c÷ f(( = (. 


	S÷ admitem contrariul. Oricum, f ( f((,() deci f((  (  (. Fie (=( - f((. Atunci ( este o m÷sur÷ obiðnuit÷, f÷r÷ semn. Nefiind identic nul÷, ((() > 0. Deci pentru  k suficient de mare   k((() > (((). M÷sura  (= k( - ( are semn (în caz contrar ( ( 0 ( k( - kf(( ( ( ( (f+1/n)(( ( ( ceea ce contrazice alegerea lui f ca fiind maximal în f((,()). Fie E=E(k( - () mulþimea lui Haar . Deci ((AE) (0 ( A(k (din definiþia lui E) ( k((AE)-((AE) ( 0 ( A(k  deci


(12)		 A(k  ( ((AE)/k ( ((AE)


	Mai mult, ((E) > 0. Într-adev÷r,   ((E)=0 ( (f(()(E)=0 (din (11) ði ((E)=0 (din ipotez÷) ( ((E)=0 ( (k(-()(E)=0 ( ((E)=0. Dar ((E)(((() (din definiþia lui E) = k((()-((() > 0, absurd. (Aici este singurul loc unde am avut nevoie ca (<<( ! )


	Fie atunci


(13)		f1 = f + � EMBED Equation.2  ���


	Vom ar÷ta c÷ f1 ( f((,(), ceea ce este o absurditate c÷ci f era presupus element maximal în f((,() iar f1 > f pe o mulþime de m÷sur÷ ( strict pozitiv÷.


	Într-adev÷r,   A ( k  ( (f1(()(A) = (f(()(A) + ((AE)/k  ( (f(()(A) + ((AE) (din (12)) = (f(()(A) + (( - f(()(AE) =  (f(()(A) - (f(()(AE) + ((AE) =  (f(()(AEc) + ((AE)  (  ((Aec) + ((AE) (c÷ci f ( f((,())  = ((A) ( f1(( ( (, absurd.(





Teorema 20 (Radon-Nikodym).Fie ( ði ( (-finite. Dac÷ (<<(, atunci exist÷ f ( 0  ca (=f((  .


Demonstraþie. S÷ presupunem mai întîi ( m÷rginit÷. Fie (Cn )n o partiþie a lui ( cu  mulþimi   din k cu proprietatea c÷ 0<((Cn)<(. Pentru orice n definim m÷surile A ( k ((n(A)=((ACn), Ele sînt absolut continue faþ÷ de ( ði suma lor este (. Fie fn (0 ca (n=fn(( ði f=� EMBED Equation.2  ���fn. Atunci (f(()(A)= � EMBED Equation.2  ���(� EMBED Equation.2  ���fn)d( =� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���fnd( (Beppo-Levi) =� EMBED Equation.2  ���(fn(()(A) = � EMBED Equation.2  ���(n(A) = ((A) deci afirmaþia este adev÷rat÷ în acest caz.


	În cazul general, fie (Cn)n o partiþie cu proprietatea c÷ 0<((Cn)<(. Definim m÷surile (n ði (n prin 


(14)		A ( k  ( (n(A)=((ACn), (n(A) = ((ACn)


Atunci ( = � EMBED Equation.2  ���(n , ( =� EMBED Equation.2  ���(n ði (n<<(n (deoarece (n(A)=0 ( ((ACn)=0 ( ((ACn)=0 ( (n(A)=0 ). Fie fn densit÷þile garantate la pasul precedent. Deci (n = fn((n ( n( 1. Fie f =� EMBED Equation.2  ���fn� EMBED Equation.2  ���. Cum este uðor de observat c÷ g ( 0 ( � EMBED Equation.2  ���gd(n = � EMBED Equation.2  ���g� EMBED Equation.2  ���d(  rezult÷ imediat c÷  (f(()(A) =  � EMBED Equation.2  ���f1A  d( = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���fn� EMBED Equation.2  ���1A d(  = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���fn1A� EMBED Equation.2  ���d(  = � EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���fn 1A d(n = � EMBED Equation.2  ���( fn((n)(A) =� EMBED Equation.2  ���(n(A) = ((A) pentru orice A ( k deci în consecinþ÷ ( = f((. (





Corolar 21. Dac÷ (  este o m÷sur÷ (-finit÷ atunci Im(() = { ( ( m((,k)  ( (<<(}


Demonstraþie. Datorit÷ propoziþiei 17 este suficient de demonstrat c÷ orice m÷sur÷ cu semn m÷rginit÷, ( admite densitate faþ÷ de (. Descompunem ( sub forma ( = (+ - (- . Dac÷ E = E(() atunci observ÷m c÷ ((A)=0 ( ((AE)=0 ( ((AE)=0 ( (+(A)=0  deci (+<<(. Analog (-<<( . Deci exist÷ densit÷þile f+  ði f- ca (+ = f+(( , (- = f-((. Rezult÷ c÷ ( = (+ - (- = (f+ -f-)((. (


Definiþie. Fie ( ði ( dou÷ m÷suri (-finite astfel ca (<<(. Atunci densitatea f garantat÷ de teorema Radon Nikodym se noteaz÷ f = d( / d( ði se mai numeðte derivata Radon - Nikodym a lui ( faþ÷ de (. Ea este unic÷ (mod () deoarece f(( = g(( ( f=g (mod (). Raþiunea acestei definiþii este





Propoziþia 22. Fie ((,k,() = ((,b((), () cu ( m÷sura Lebesgue. Fie ( o m÷sur÷ Stieltjes ði F funcþia sa de repartiþie. Presupunem c÷ F este de clas÷ C1. Atunci ( <<( ði d( / d( = F’, deci derivata Radon-Nikodym este chiar derivata funcþiei de repartiþie. Afirmaþia se menþine ði dac÷ F este numai de clas÷ C1 pe porþiuni. 


Demonstraþie. Fiind de clas÷ C1, F’ este continu÷ ði deci (F’(()((a,b]) = (F’(()([a,b]) � EMBED Equation.2  ���F’1[a,b]d( = � EMBED Equation.2  ���F’(x)dx ( se verific÷ imediat c÷ pentru funcþii continue integrala Riemann pe intervale compacte coincide cu integrala Lebesgue) = F(b)-F(a) (Leibniz-Newton) = (((a,b]). Intervalele de acest gen formeaz÷ un sistem de generatori pentru b((). (


	 Spaþiile Lp.





	Fie X un spaþiu vectorial. O aplicaþie N:X ( [0,() se numeðte seminorm÷ dac÷ N(x+y)(N(x)+N(y) ( x,y(X ði N(ax)=(a(N(x). Dac÷, în plus, ea are proprietatea c÷ N(x)=0 ( x=0 atunci N este chiar o norm÷. Orice  seminorm÷ induce o semidistanþ÷ pe X, (adic÷ o funcþie d care satisface proprietatea triunghiului  , este simetric÷ ði d(x,x)=0) prin relaþia d(x,y):=N(x-y). Perechea (X,N) unde X este un spaþiu vectorial ði N o seminorm÷ pe el se numeðte spaþiu seminormat. Un ðir (xn)n din X se numeðte ðir Cauchy dac÷ ( (>0 ( n(  ca m,n>n( ( N(xm-xn) ( ( . Un spaþiu seminormat în care orice ðir Cauchy este convergent se numeðte spaþiu seminormat complet. În orice spaþiu seminormat relaþia x(y ( N(x-y)=0 este în mod evident o relaþie de echivalenþ÷. Aceast÷ relaþie de echivalenþ÷ este compatibil÷ cu structura de spaþiu vectorial în sensul c÷


(1)		x(x’ , y(y’ a,b (( ( ax+by ( ax’+by’


(c÷ci 0 ( N((ax+by)-(ax’+by’)) =N(a(x-x’)+b(y-y’)) ( (a(N(x-x’)+(b(N(y-y’) = 0)


ði  deci toate  elementele unei clase de echivalenþ÷ x*:={y(X ( y(x} au aceeaði seminorm÷, adic÷ 


(2)		x(y ( N(x)=N(y)


	Lucrînd eventual cu o familie de reprezentanþi, X*:= X/( devine  un nou spaþiu vectorial pe care funcþia N* definit÷ prin N*(x*)=N(x) unde x(x* este un reprezentant (definiþia are sens datorit÷ lui (2) ) este chiar o norm÷ (c÷ci N*(x*)=0 ( N(x)=0 ( x(0 ( x*=0). Cu alte cuvinte oric÷rui spaþiu seminormat i se ataðeaz÷ spaþiul factor X* care este spaþiu normat. Dac÷ X este spaþiu normat complet, atunci X* devine spaþiu normat complet , adic÷ spaþiu Banach. 


	Vom introduce acum o familie de spaþii clasice seminormate complete construite cu ajutorul unui spaþiu cu m÷sur÷ ((, k , () ði anume spaþiile notate tradiþional cu Lp (( , k , (). Prin factorizare la relaþia de echivalenþ÷ definit÷ de relaþia   f (g ( f=g (mod P) ele devin spaþiile Banach clasice Lp (( , k , ().





Definiþie. Fie p ( [1,(] ði f : ( ( ( o variabil÷ aleatoare. Num÷rul 


(17)		Np(f) � EMBED Equation.2  ���


se numeðte ( prin abuz de limbaj ) „ norma p a lui f ”. Vom ar÷ta c÷, de fapt, funcþiile Np sînt seminorme.


Propoziþia 23. Inegalitatea lui HÖlder. Fie p,q ( [1,(] dou÷ numere cu proprietatea c÷


(18)		� EMBED Equation.2  ��� = 1


(cu convenþia c÷ 1/( = 0; asemenea numere se numesc conjugate). Fie f,g dou÷ variabile aleatoare. Atunci este valabil÷ urm÷toarea inegalitate (numit÷ Inegalitatea lui HÖlder):


(19)		� EMBED Equation.2  ���(fg(d( ( Np(f)Nq(g)


Demonstraþie. Avem de analizat dou÷ cazuri:


Cazul 1. p = 1 ( q = (. Fie M>0 ca 


(20)		(({(g(> M }) = 0


adic÷ (g( ( M (mod (). Atunci � EMBED Equation.2  ���(fg(d( ( � EMBED Equation.2  ���(f(Md( = MN1(f). Trecînd la infimum dup÷ toþi M care satisfac (20) rezult÷ � EMBED Equation.2  ���(fg(d( ( N1(f) N((f), adic÷ exact (19).


Cazul 2. 1 < p,q < (. Cazul  Np(f)=0 sau Nq(f)=0 este banal: atunci f = 0 (mod () sau g=0 (mod () ( fg = 0 (mod () deci (19) devine 0 ( 0, ceea ce este adev÷rat. De asemenea, dac÷ Np(f) Nq(f)= ( nu este nimic de demonstrat. Vom presupune de aceea c÷ 0 < Np(f) , Nq(f) < (. S÷ consider÷m inegalitatea elementar÷ 


(21)		x,y ( 0 ( xy ( � EMBED Equation.2  ���


(care rezult÷ imediat calculînd maximul funcþiei x ( xy - � EMBED Equation.2  ��� ) în care punem îns÷ x:= � EMBED Equation.2  ��� ði y:= � EMBED Equation.2  ��� . Integrînd �inegalitatea obþinut÷ g÷sim inegalitatea � EMBED Equation.2  ��� = Np(f)Nq(g)( � EMBED Equation.2  ���) = Np(f)Nq(g) (datorit÷ condiþiei (18) ).(





Propoziþia 24. (Inegalitatea lui Minkowski). Pentru orice  p ( 1 avem


(22)		Np(f+g) ( Np(f) + Np(g)


Demonstraþie. Cazul p = 1 s-a demonstrat deja. Cazul 1<p<( rezult÷ astfel : Np(f+g)p = Np((f+g()p = � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� (  Np(f)Nq((f+g(p-1) + Np(g) Nq((f+g(p-1)  = (Np(f)+Nq(g))Nq((f+g(p-1) , iar pe de alt÷ parte Nq((f+g(p-1) =� EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� (deoarece q = � EMBED Equation.2  ��� ) = (Np(f+g))p-1. A rezultat deci


(23)		(Np(f+g))p ( (Np(f) + Np(g)) (Np(f+g))p-1


de unde rezult÷ exact (22). Cazul p=( rezult÷ mai simplu: din definiþia (17) este clar c÷ f ( N((f) (mod () ði g ( N((g) (mod (). Deci (f+g( ( (f( + (g( ( N((f) + N((g) (mod () ( N((f+g) ( N((f) + N((g) (c÷ci N((f+g) este cea mai mic÷ constant÷ C cu proprietatea c÷ (f+g(( C ).(





Notaþie. Spaþiile Lp((,k,() . Norma (.(p. Fie 1 ( p ( (. Mulþimea variabilelor aleatoare f:( ( ( cu proprietatea c÷ N((f) < ( se noteaz÷ cu Lp((,k,() iar mulþimea claselor de echivalenþ÷ de variabile aleatoare f ( Lp((,k,() faþ÷ de relaþia de echivalenþ÷ f ( g ( f = g (mod () se noteaz÷ cu Lp((,k,(). În acest caz se obiðnuieðte a se nota (f(p în loc de Np(f).





Propoziþia 25. Fie 1 ( p ( (. Mulþimile Lp((,k,() sînt spaþii vectoriale iar aplicaþiile Np: Lp((,k,() ( (+ sînt seminorme.


Demonstraþie. Este uðor de v÷zut c÷ a ( ( ( Np(af) = (a(Np(f). Deci, dac÷ a,b ( ( ði f,g ( Lp((,k,() , atunci Np(af+bg) ( Np(af) + Np(bg) (din inegalitatea Minkowski) = (a(Np(f) + (b(Np(g) < ( ( af+bg ( Lp((,k,(). C÷ Np este o seminorm÷ este implicit. (





Propoziþia 26. Fie 1 ( p ( (. Seminormele Np au proprietatea c÷ 


(24)		Np(� EMBED Equation.2  ���fn) ( � EMBED Equation.2  ���Np(fn)


Demonstraþie. Fie p<(. S÷ not÷m cu s suma din dreapta. Dac÷ s=( nu avem nimic de demonstrat. Dac÷ s<( , fie Sn = (f1(+(f2(+...+(fn(. Ðirul Sn este cresc÷tor, deci are o limit÷ finit÷ sau infinit÷, S. Din inegalitatea Minkowski avem c÷ Np(Sn) ( s ( n(0. Pe de alt÷ parte Np(Sn)p = � EMBED Equation.2  ���((f1(+(f2(+...+(fn()pd( ( (Np(f1)+...+Np(fn))p ( sp ( n . Din teorema Beppo-Levi, (Sn)(S ( Np(Sn)p ( � EMBED Equation.2  ���Spd( ( sp < ( ( Np(S) < ( ( S < ( (mod (). Înseamn÷ c÷ seria f1+f2+... este absolut convergent÷, deci convergent÷. Fie f = � EMBED Equation.2  ���fn limita sa . Funcþia f este finit÷ (mod () . Fie rn = fn+1 + fn+2 + ...  restul seriei. Cum (rn( ( S – Sn iar (S–Sn)(0 din teorema Beppo – Levi rezult÷ acum c÷ Np(rn) ( 0 dac÷ n ( (. Înseamn÷ c÷ Np(� EMBED Equation.2  ���fn) = Np(f1+...+fn+rn) ( Np(f1) + Np(f2) + ...+ Np(fn) + Np(rn) ( s + rn ( n fixat. F÷cînd n ( ( rezult÷ exact (24).


Pentru cazul p=( demonstraþia este imediat÷ : inegalitatea modulelor implic÷ inegalitatea (f( = (� EMBED Equation.2  ���fn(( � EMBED Equation.2  ���(fn( ( � EMBED Equation.2  ���N((fn) (mod () iar N((� EMBED Equation.2  ���fn) este cea mai mic÷ constant÷ C cu proprietatea c÷ (f((C (mod (). (


	Cu ajutorul propoziþiei 26 putem acum demonstra





Propoziþia 27. Spaþiile Lp((,k,() sînt spaþii seminormate complete iar Lp((,k,() sînt spaþii Banach. 


Demonstraþie. Fie (fn)n ( Lp((,k,() un ðir Cauchy în norma (.(p. Cu preþul trecerii la un subðir, putem presupune c÷ Np(fn–fn+1) ( 2-n, unde am pus prin convenþie f0 = 0. Din demonstraþia anterioar÷, seria � EMBED Equation.2  ���(fn–fn-1) este absolut convergent÷ la o limit÷ f. În plus, tot din propoziþia anterioar÷ f–fn = � EMBED Equation.2  ���(fn+j–fn+j–1) ( Np(f–fn) ( � EMBED Equation.2  ���2–n–j = 2–n ( 0 dac÷ n ( ( deci fn ( f  în Lp((,k,().  Înseamn÷ c÷ orice ðir Cauchy este convergent, deci Lp((,k,() este un spaþiu seminormat complet. (


Observaþie. În general nu exist÷ nici o incluziune 1ntre spaþiile Lp. Totuði, dac÷ ( este o m÷sur÷ m÷rginit÷,  se poate demonstra





Propoziþia 27 (inegalitatea normelor). Dac÷ ((()<( , atunci avem inegalitatea


(25)		1 ( p < q ( Np(f)p ( Nq(f)q� EMBED Equation.2  ���


deci în particular rezult÷ c÷ Lp((,k,() ( Lq((,k,()


Demonstraþie. Fie f ( Lq((,k,(). Atunci  Np(f)p – � EMBED Equation.2  ���(f(p.1 d( ( Nr(f)Ns(1) (din inegalitatea lui Holder) . Alegem r = � EMBED Equation.2  ��� ði rezult÷ exact (25). (


Exerciþii.





1. Formul÷ de integrare. S÷ se arate c÷ � EMBED Equation.2  ���fd(((() = � EMBED Equation.2  ���(f()d( dac÷ ((0 ði f este în aða fel încît f( ( L1((,k,(). 


Indicaþie. Se urmeaz÷ procedeul standard: verificaþi pentru f indicator, apoi funcþie simpl÷, apoi pozitiv÷ ði apoi m÷surabil÷ oarecare.


2. Regul÷ pentru înmulþirea densit÷þilor. Ar÷taþi c÷ dac÷ (1<<(2 ði (2<<(3 atunci (1<<(3 ði � EMBED Equation.2  ���


Indicaþie. Se aplic÷ eserciþiul 1. Dac÷ (1= � EMBED Equation.2  ��� ði (2= � EMBED Equation.2  ��� atunci  � EMBED Equation.2  ���(f(1(2)d(3 = � EMBED Equation.2  ���(f(1)d((2((3) = � EMBED Equation.2  ���(f(1)d(2 = � EMBED Equation.2  ���fd((1((2) = � EMBED Equation.2  ���fd(1 .


3. Dac÷ ( = � EMBED Equation.2  ��� este o m÷sur÷ discret÷, atunci f–g (mod ( ) ( f(xj)=g(xj) ( j(J.


4. Fie ( cel mult num÷rabil÷, ( o m÷sur÷ pe p((), p(():=(({(}) . Definim mulþimea Supp(():= { ((( ( p(()>0 }.  Ar÷taþi c÷ ( << ( ( Supp(() ( Supp(().


5. Dac÷ ( = ( = m÷sura Lebesgue pe dreapta real÷ ði f(x) = � EMBED Equation.2  ���, g(x)=� EMBED Equation.2  ���, atunci ar÷tai c÷  f ( L2 \ L1 iar g ( L1 \ L2 ; deci nu exist÷ incluziuni þntre spaþiile Lp dac÷ m÷sura ( este nemðrginit÷.


6. Orice m÷sur÷ ( este absolut continu÷ faþ÷ de m÷sura cardinal.  Are densitate m÷sura Lebesgue ( faþ÷ de m÷sura cardinal pe dreapt÷?


Indicaþie. Nu. Teorema Radon Nikodym nu funcþioneaz÷ deoarece m÷sura cardinal pe dreapt÷ nu este (–finit÷. Dac÷ (=((card ar trebui ca mulþimea A={f>0} s÷ fie cel mult num÷rabil÷, deci ((A)=0 ceea ce este absurd.


7. Totuði, dac÷ ( este cel mult num÷rabil÷, atunci orice m÷sur÷ ( are densitate faþ÷ de card. Care este ea?


Indicaþie. Fie p:((( funcþia p(():=(({(}). Verificaþi c÷ ( = p(card.


8. Dac÷ (<<( ði (<<( spunem c÷ m÷surile ( þi ( sînt echivalente ði scriem (((. S÷ presupunem c÷ ambele sînt (-finite. Din Teorema Radon–Nikodym, exist÷ densit÷þile � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���. Ar÷taþi c÷ ( ði ( au aceleaði mulþimi neglijabile ði c÷ fg = 1 (mod ().
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