


Exerciþii





1.Izomorfisme de spaþii m÷surabile. Dou÷ spaþii m÷surabile ((1,k1) ði ((2, k 2) se numesc izomorfe dac÷ exist÷ f:(1 ( (2 bijectiv÷ ði bim÷surabil÷ (scriem atunci  . ((1,k1) (((2, k 2)  Ar÷taþi c÷


(i). Dac÷ (1 ði (2 sînt num÷rabile ði (-algebrele coincid cu mulþimea p÷rþilor, atunci 


((1,k1) (((2, k 2);


(ii). ((, b (()) nu este izomorf cu ((, k ) unde k = (({x}(x((}) ;


(iii). ((, b (())  ( ((0,1), b (0,1)) .


(iv). Fie I ( ( num÷rabil÷ . Atunci ((, b (()) ( (( \ I , b (( \ I)) ;


(v). ((0,1), b (0,1)) ( ( [0,1], b ([0,1]) )


2. Scrierea numerelor în baza p. Izomorfismul dintre spaþiul m÷surabil ( [0,1), b([0,1)) ) ði un produs de spaþii finite.Fie E = {0,1,...,p-1} cu p(2 num÷r natural, f = p(E), (=� EMBED Equation.2  ���. Fie apoi ( = E( , k = f  ( ði P = ((.


(i). Ar÷taþi c÷ k  conþine toate mulþimile cu un punct.


(ii). Dac÷ I ( ( este cel mult num÷rabil÷, atunci ((,k) ( ((,k (( \ I ).


(iii). Fie I0 = {( ( ( ( ( n(N ca (n =(n+1 = (n+2 = ....= p-1 }


(iv). Aplicaþia f : ( \ I0 ( [0,1) dat÷ prin f(() = � EMBED Equation.2  ��� este un izomorfism.


(v). Fie (0 = ( \ I0 ði Xn : (0 ( E proiecþiile canonice, Xn(() = (n .Atunci Xn sînt variabile aleatoare i.i.d. ði P(Xn-1 = (. În plus, f = � EMBED Equation.2  ���.


(vi). Fie g:[0,1) ( (0 , g = (Cn)n unde aplicaþiile Cn : [0,1) ( E se construiesc astfel :


		C1(x) = [px] ; R1(x) = px - C1(x) = {px};


		C2(x) = [pR1(x)] ; R2(x) = pR1(x) - C2(x) ={pR1(x)};


		...............................................................


		Cn(x) = [pRn-1(x)] ; Rn(x) = pRn-1(x) - Cn(x) = {pRn-1(x)}


		............................


(algoritmul de generare a cifrelor p-adice ale num÷rului x). Verificaþi c÷ definiþia este bun÷ (în sensul c÷ nu poate apare un num÷r  de tipul x=0,C1...Cn-1,aaaaa....   cu a = p-1; aceasta nu este o dezvoltare p-adic÷ legitim÷). Verificaþi apoi c÷ g = f -1 unde  f este funcþia de la (iv).


(vii). Pe spaþiul probabilizat ( [0,1), b ([0,1)) , ( ([0,1) ) variabilele aleatoare Cn sînt independente ði identic repartizate. Repartiþia lor comun÷ este (. ( Cifrele sînt independente faþ÷ de m÷sura Lebesgue în orice baz÷ de numeraþie ! ) 


(viii). Verificaþi c÷ P(f-1 = ( ([0,1) . 


(ix).Dou÷ spaþii cu m÷sur÷ ((j,kj,(j) j=1,2 se numesc izomorfe dac÷ exist÷ (j(0) ( (j m÷surabile astfel ca  (j((j \ (j(0)) = 0 ði o funcþie bijectiv÷ bim÷surabil÷ f: (1(0) ( (2(0)  cu proprietatea c÷ (1(f-1 = (2.  Deduceþi atunci c÷ spaþiile probabilizate ( [0,1], b ([0,1]),( ([0,1] ) ði (E( , p (E)( , (() sînt izomorfe.





3.Un exerciþiu auxiliar. Fie p(2 num÷r natural ði y([0,p-1]. Construim urm÷toarele dou÷ ðiruri:


c1=0,  s1=0; ...;cn+1 =� EMBED Equation.2  ���, sn+1 = sn + cn+1 . Ar÷taþi c÷


(i). Dac÷ a = max(y,p-1-y) ði xn = � EMBED Equation.2  ���, atunci (xn+1 - y( ( max(� EMBED Equation.2  ���).


(ii). Deduceþi c÷ k ( n-1 ( (xn+1 - y( ( max(� EMBED Equation.2  ���).


(iii). Demonstraþi pe aceast÷ baz÷ c÷ � EMBED Equation.2  ��� ( y dac÷ n ( (.


4. O funcþie surjectiv÷ constant÷ a.s.


 Relu÷m notaþiile de la exerciþiul 2.Fie Sn = C1+...+Cn . Consider÷m funcþiile  


g,h: [0,1) ( [0,p-1] date prin g(x) = � EMBED Equation.2  ���, f(x) =� EMBED Equation.2  ���. 


(i). Funcþiile  g ði h sînt surjective ði periodice: orice num÷r diadic este perioad÷. 


(ii).Mulþimile de nivel {g=y}, {h=y} sînt toate nenum÷rabile.


(iii).Pentru orice interval I=(a,b) ( [0,1) g(I)=h(I)=[0,p-1].


(iv). Dac÷ x,x' au proprietatea c÷ mulþimea {n(N ( Cn(x)(Cn(x') } este finit÷ , atunci g(x)=g(xþ) ði h(x)=h(xþ).


(v). Totuði funcþiile g ði h coincid ( a.s. : g = h = � EMBED Equation.2  ��� (mod ().





5. Dac÷ dou÷ spaþii cu m÷sur÷ sînt izomorfe, atunci cele dou÷ m÷suri au aceeaði mas÷ total÷.





6 Compacte de tip Cantor. Cu notaþiile din exerciþiul precedent, fie Ej = E \ {j} ði Cj = Ej(. 


(i). Cj este nenum÷rabil÷ ði P(Cj) = 0.


(ii). Fie Kp = f(Cp-1). Atunci Kp ( [0,1] este un compact nenum÷rabil neglijabil Lebesgue (compact de tip Cantor).


(iii). Dac÷ j ( p-1, f(Cj) nu este compact÷ - nu este închis÷.


7. Compactul Cantor clasic. Fie f:{0,2}( ( [0,1] dat÷ prin f = � EMBED Equation.2  ���. Atunci


(i). Funcþia f este injectiv÷.


(ii). K := Im(f) este un compact nenum÷rabil neglijabil Lebesgue.


(iii). Notînd a+A ={a+x( x(A} ði aA = {ax(x(A}, avem egalitatea  3K = K ( (2+K).


(iv). Fie e1,...,en ( {0,2}, E(e1,...,en) = { pr1 =e1 ,..., prn = en } ði a = � EMBED Equation.2  ���. Atunci


f-1([a,a+3-n]) = E(e1,...,en) . Mai mult, c÷  en = 2, atunci f-1((a-3-n,a)) = (, adic÷ K se poate obþine prin procedeul de ðtergere a treimii din mijloc: se împarte segmentul I = [0,1] în trei segmente egale; intervalul deschis din mijloc se ðterge; se repet÷ procedeul cu cele dou÷ segmente r÷mase etc.





8. Funcþia lui Cantor. Fie E ={0,2},f =p(E), ( = � EMBED Equation.2  ���,( = E(, k =f (,P = ((, f = � EMBED Equation.2  ���.  Fie de asemenea ( = P((f-1 repartiþia lui f  ði F(x) = (((-(,x]) funcþia sa de repartiþie.


(i). Fie K compactul lui Cantor din exerciþiul precedent. Atunci ((K) = 0 dar ((Kc) = 0, deci m÷surile ( ði ( sînt singulare ( se noteaz÷ ( ( () .


(ii). Funcþia F este continu÷ iar intervale de tipul (a - 3-n, a) unde num÷rul a se scrie în baza 3 cu ultima cifr÷ egal÷ cu 2 , (a = 0,e1e2...en-12 )  F este constant÷ .


(iii). Dac÷ x ( K atunci F este derivabil÷ în x ði F'(x) = 0; deci F este derivabil÷ ( -a.s.  dar integrala Lebesgue a lui F' pe intervalul (-(,x] nu coincide cu F(x).


(iv).Dac÷ x ( K, x =� EMBED Equation.2  ��� cu ej ( E, atunci F(x) =� EMBED Equation.2  ��� 





9. O familie de probabilit÷þi  singulare una faþ÷ de cealalt÷. 


Fie E ={0,1},f =p(E),(p = q(0 + p(1 cu p,q > 0, p+q=1. Fie  (= E(, k =f (,Pp = (p(, f = � EMBED Equation.2  ���, (p = Pp(f-1 ði Fp funcþia de repartiþie a lui (p . 


(i). Funcþiile (prn)n sînt variabile aleatoare i.i.d.. Calculaþi-le media ði dispersia. Calculaþi media ði dispersia lui f. 


(ii). Im(f) = [0,1] iar dac÷ x( [0,1], atunci f-1({x}) are dou÷ puncte dac÷ x este raþional diadic (adic÷ se poate scrie în baza 2 cu un num÷r finit de cifre) ði un singur punct în caz contrar. Deci (p ({x}) = 0 ( x([0,1] ( F este continu÷.


(iii). Aplicaþi legea numerelor mari pentru a deduce c÷ probabilit÷þile Pp sînt singulare una faþ÷ de cealalt÷.


(iv) Calculaþi Fp(� EMBED Equation.2  ���) cu 0(i(7. 


(v). Ar÷taþi c÷ F este strict cresc÷toare.





10. O familie de repartiþii continue pe dreapt÷ singulare între ele ði faþ÷ de m÷sura Lebesgue. Cu notaþiile din exerciþiul precedent, fie I ={ ( ( ( ( ( k(N ca (k+j = 1 ( j(0 }. Fie (* = ( \ I , k*= k ((* . Ar÷taþi c÷


(i). Funcþia f : (* ( [0,1)  este o bijecþie im÷surabil÷.


(ii). f-1(x) = (Cn(x))n unde Cn(x) s]nt cifrele diadice ale lui x.


(iii). Faþ÷ de probabilitatea (p funcþiile (Cn)n sînt variabile aleatoare i.i.d ði (p(Cn-1 = (p.


(iv). Fie Sn = C1 + C2 + ...+ Cn . Atunci Sn este repartizat÷ binomial : (p(Sn-1 = B(n,p).


(v). Fie g(x) = � EMBED Equation.2  ���. Atunci g este surjectiv÷ pe [0,1] ði coincide cu p (  (p a.s.).


(vi). Dac÷ p= .5, atunci (p = (([0,1).


(vii). Dac÷ p ( r , atunci  (p ( (r .


(viii). Funcþiile de repartiþie Fp sînt continue ði pe mulþimea numerelor diadice se pot calcula prin recurenþ÷ astfel : Fp(0)=0, Fp(1)=1, Fp(� EMBED Equation.2  ���) = pFp(� EMBED Equation.2  ���) + qFp(� EMBED Equation.2  ���). Deci dac÷ x este diadic, Fp(x)  va fi un polinom în p cu coeficienþi depinzînd de x.





11.   n+1 variabile aleatoare neindependente dar oricare n din ele sînt independente.


 (i). Fie U1,...,Un variabile uniforme independente, S  suma lor ði Un+1 ={S}. Atunci variabilele (Uj)1(j(n+1 au aceast÷ proprietate.


(ii). Acelaði lucru se poate spune despre urm÷toarele variabile aleatoare: se arunc÷ o moned÷ de n ori. Fie Xj rezultatul arunc÷rii nr. j ði Xn+1 definit prin Xn+1 = 1 dac÷ num÷rul de steme ap÷rut este impar, Xn+1 = 0 dac÷ num÷rul de steme este par. 


(iii). Variabilele C1,...,Cn de la exerciþiul 2 ði Cn+1 = C1+...+Cn (mod p) au aceeaði proprietate, 





12.  Propriet÷þi ale independenþei. Cînd X este independent÷ de f(X)?


Fie ((,k,P) un spaþiu probabilizat ði X,Y variabile aleatoare.


(i). Dac÷  X este constant÷ a.s. atunci X este independent÷ de Y.


(ii). Dac÷ X este independent÷ de f(X) cu f m÷surabil÷, atunci f(X) este constant÷ a.s.


(iii). Dac÷ f ( o(P) atunci este independent÷ de orice alt÷ sub (-algebr÷ a lui k .


(iv). Dac÷ f ( g sînt dou÷ (-algebre ði f  este independent÷ de g  atunci este f  este trivial. � EMBED Equation.2  ���


(v). Dac÷ X este independent÷ de X2 atunci X nu poate lua decît valorile -1,0,1.


(vi). Dac÷ f:(n ( ( este m÷surabil÷ ði (X1,....,Xn, f(X1,...,Xn)) sînt independente , atunci f(X1,X2,...,Xn) este constant÷ a.s.
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