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In this paper, we study a kernel estimator of the conditional hazard function when
the covariates take values in some abstract function space. The almost completely
convergence (with rate) of this estimate is obtained when the sample considered
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1. INTRODUCTION

Les problemes statistiques liés a la modélisation et a I’étude de données
spatiales connaissent ces derniers temps un grand intérét en statistique. L’im-
portance de ce théeme de recherche est motivée par la croissance du nombre
de problemes concrets pour lesquels les données sont récoltées dans un ordre
spatial. De tels problemes se rencontrent dans de nombreux domaines tels
I’épidémiologie, 1’économétrie, les sciences de ’environnement et de la terre,
I’agronomie, I'imagerie, .... En statistique non paramétrique la modélisation
des données spatiales est relativement récente par rapport au cas paramétrique.
En effet, les premiers résultats ont été obtenus par Tran [21], tandis que les
références les plus récentes incluent celles de Dabo-Niang et Yao [6], Carbon et
al. [4] et Li et Tran [17]. L’objectif de ce travail est d’étudier I’estimation non
paramétrique de la fonction de hasard conditionnelle lorsque les observations
sont a la fois spatialement dépendantes et la coraviable est dans un espace
semi-métrique de dimension éventuellement infinie.

L’estimation de la fonction de hasard joue un role tres important en
statistique. En effet, elle est utilisée dans I'analyse de risque ou pour 1’étude
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des phénomenes de survie dans de nombreux domaines tels (médecine, géophy-
sique, fiabilité, ...). La littérature sur 'estimation de la fonction de hasard est
tres abondante, lorsque les observations sont vectorielles. Citons, par exemple,
Watson et Leadbetter [22], Roussas [20], Lecoutre et Ould-Said [15], Estevez
et al. [7] et Quintela-del-Rio [13] pour des références récentes. Dans tous ces
travaux les auteurs considerent des observations indépendantes ou des données
dépendantes issues de séries temporelles. Dans le cas spatial, la littérature est
tres restreinte, il n’y a qu’'un seul travail de Li et Tran [16]. Ces derniers ont
obtenu, dans un contexte spatial, la normalité asymptotique d’un estimateur
a noyau de la fonction de hasard. Les premiers résultats sur I’estimation non
paramétrique de ce modele, en statistique fonctionnelle, ont été obtenus par
Ferraty et al. [9]. Ils ont étudié la convergence presque compléte d'un es-
timateur a noyau pour la fonction de hasard d’une variable aléatoire réelle
conditionnée par une variable explicative fonctionnelle. La normalité asymp-
totique de ce dernier estimateur a été obtenue, dans le cas a-mélangeant,
par Quintela-del-Rio [14]. Nous renvoyons a Ferraty et al. [10] pour la conver-
gence presque compléte uniforme sur la composante fonctionnelle de ce modele
non paramétrique.

L’apport principal de ce travail est la généralisation des résultats de
Ferraty et al. [9] au cas des observations spatialement dépendantes. Sous
des conditions de mélange assez générales, on établit la convergence presque
complete (avec vitesse) d'un estimateur & noyau pour la fonction de hasard
d’une variable aléatoire réelle conditionnée par une variable explicative fonc-
tionnelle. Notons que, comme toutes les propriétés asymptotiques en statis-
tique non paramétrique fonctionnelle, notre résultat est 1lié au phénomene de
concentration de la mesure de probabilité de la variable explicative et a la
régularité de ’espace fonctionnel du modele. Mentionnons également qu’en
statistique spatiale, on distingue deux types d’asymptotiques (voir Cressie [5]).
L’asymptotique extensive et I'asymptotique intensive. La premiere traite le
cas ou la taille des observations croit avec celle du domaine d’observation.
En pratique, cette asymptotique est utilisée lorsque les observations sont
collectées par des stations de mesure séparées. On trouvera des exemples
de données fonctionnelles, adaptées a cet asymptotique, en économie (les
courbes de consommation d’un produit quelconque dans différentes villes), en-
vironnement (les courbes de concentration d’un gaz polluant dans différentes
régions) ou en agronomie (les courbes de pluviométrie dans différentes lo-
calités). L’asymptotique intensive examine la situation d’observations qui
se densifient dans un domaine borné fixé. Cela est le cas, par exemple, en
prospection miniere ou en analyse radiographique.

Nous présentons 'estimateur de notre modele spatial dans le Paragra-
phe 2. Dans le Paragraphe 3 nous donnons les hypotheses, puis nous étudions
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la convergence presque complete de cet estimateur. Comme application, nous
traitons, dans le Paragraphe 4, 'estimation de risque maximum condition-
nellement a une variable explicative fonctionnelle.

2. LE MODELE ET SON ESTIMATEUR

Soit NV un entier naturel dans N*. On considere le champ aléatoire Z; =
(X;,Y;), i € NV & valeurs dans F x R, ot1 (F,d) est un espace semi-métrique
de dimension éventuellement infinie. Dans ce contexte, (Xj);eyy peut étre
une variable aléatoire fonctionnelle. Notons que, depuis une bonne dizaine
d’années, la communauté statistique s’est préoccupée du développement de
modeles et méthodes adaptés a ce contexte de données fonctionnelles. Alors
que les premieres études dans cette direction se sont essentiellement con-
centrées sur des modeles linéaires (voir Bosq [2], Ramsay et Silverman [19]),
les développements récents (voir Ferraty et Vieu [11]) font état de modeles
non-paramétriques adaptés a ce type de données.

Par la suite, on fixe un point x dans F (respectivement, un compact
S € R), on suppose que les observations spatiales (Xj, Y);eyy ont la méme
distribution que Z :=(X,Y’) et que la version réguliére de la probabilité condi-
tionnelle de Y sachant X = x existe et admet une densité bornée par rapport
a la mesure de Lebesgue sur R, notée f*. Le parametre fonctionnel étudié
dans cet article, noté h*, est défini, pour tout y € R tel que F*(y) <1, par

W (y) = ()

1 Fa(y)’
ou F* est la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x.
Par ailleurs, nous supposons que le champ aléatoire fonctionnel est ob-

servé sur 'ensemble [, = {i:(il,...,iN) eNN 1 <ip <ny k= 1,...,N},
n=(ni,...,ny)ENY et on estime la fonction de répartition conditionnelle par
-1 -1
ﬁx(y) _ Zie[n K(hK d(l‘,Xi))H(hH (y — 1)) Vy € R,

—1
Zie[n K(hK d(x, X3))
ot K est un noyau, H une fonction de répartition et hx = hgi n (respective-
ment, hiy = hpy ) une suite de nombres réels positifs.

De F= , on déduit un estimateur de la densité conditionnelle, noté f‘” ,
défini par

Foly) = M Sier, K dle, X\ (i (y = Y0) -
S ier, K (bt d(z, X3))
ot H' est la dérivée de H. Notons que, si N = 1, on obtient les mémes

estimateurs de Ferraty et al. [8]. L’estimateur naturel de la fonction de hasard
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conditionnelle, noté /f;m, est

~ A$
) = W R
1—F=(y)
Le but de ce travail est d’étudier la convergence presque complete de
I'estimateur h* vers h”, lorsque le champ aléatoire fonctionnel (Z;);cnyn vérifie
la condition de mélange suivante.

11 existe une fonction ¢ (t) | 0 quand t — oo, telle que

V E, E’ sous ensemble de NV de cardinal fini

a(B(E), B(E")) = sup IP(BNC)—P(B)P(C)] <
BEB(E), CeB(E")

< (Card (E),Card(E")) o (dist (E, E")),

ot B(E) (resp. B(E")) la tribu borélienne engendrée par (Z;, i € E) (resp.
(Z;, i € E')), Card(E) (resp. Card(E’)) est le cardinal de E (resp. E'),
dist(E, E’) désigne la distance euclidien entre E et E’ et ¢ une fonction
symétrique : N2 — RT, décroissante par rapport aux deux variables séparément
et satisfait I'une des conditions suivantes

(1) Y (n,m) < Cmin(n,m), n,meN
ou
2) Y(nm) <Cat+m+1P, nymeN

pour certains 5 >1let C>0.
Notons que ces conditions ont été utilisées par Tran [21] et elle sont
vérifiées par de nombreux modeles spatiaux (voir Guyon [12]).

3. PROPRIETES ASYMPTOTIQUES

Dans la suite, nous noterons par C' et / ou C’ des constantes strictement
positives quelconques et nous supposons que: Vy € S, F*(y) < 1. Rappelons
que dans ce contexte spatial, n — oo signifie que min{ny} — oo et que pour
chaquel < 5,k < Nona |Z—;| < C < 0. Introduisons les hypothéses suivantes

(H1) P(X € B(z,7)) = ¢o(r) > 0 ot B(z,r) est la boule fermée, centrée
en x et de rayon r.

(H2) La fonction ¢ vérifie f ip(i) < 00, § > 5N.

(H3) 0 < supP[(X;, Xj) Elzé(x, h) x B(z,h)] < C(pg(h))etD/e avec
l<a<dNL 7
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(H4) Tl existe un voisinage de z, noté N, tel que: V(z1,72) € N2,
Y(y1,y2) € S?

[F™ (y1) — F™(y2)| < C(d" (z1,22) + [y1 — y2[*), b1 >0, by >0
|F7 (1) — F22(y2)| < C(d% (z1, ) + [y1 — y2|™), b3 >0, by > 0.

(H5) K est de support [0,1], vérifie CTljp41(-) < K(-) < C'Tjgqy(-), ot
Ijo,y) est la fonction indicatrice de [0, 1].

(H6) H est une fonction de classe C? et & support compact.
(H7) Il existe 0 < o < (6 — 5N)/3N et g > 0, tels que:

o (548N |
lim n“hg =00 et Cn 5 " < hgoz(h),

n—oo

Oﬁ.ﬁiZ:nl...nAL

Nos hypothéses sont relativement standard, puisque les conditions (H1),
(H3)—(HT7) sont tres similaires & celles utilisées par Ferraty et al. [9], tandis
que 'hypothese (H2) est la méme que dans Tran [21].

THEOREME 1. Sous les hypothéses (1), (2) et (H1)—(H7), on a,

1
~ logn 2

yeS

Il est intéressant de noter que si N = 1 on obtient la méme vitesse de
convergence de Ferraty et al. [9].

Démonstration. On considere la décomposition

W@)
1—F*(y)

R (y) — h*(y) = L [f“”(y) - f””(y)] +

ey [ﬁm(y)—Fm(y)]

La démonstration du Théoreme 1 repose sur les résultats suivants

1
~ logn 2
sup |[F*(y) — F*(y)| = O (A%t + b2} + O <A> .co.
sup |F(y) — F*()| = O (R + 1) ( so00) | P

N ogfi  \3
suplf”‘"(y)—fx(y)l:0(h§%+h%)+0<<f%> ) p.co.

YyeS

In > 0 tel que Z ]P’{ing|1 — F*(y)| < 77} < 0,
ye

ncNV
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dont les démonstrations sont basées, respectivement, sur les décompositions

ﬁ%w—F%m—;xKﬂw> EF () — (F() ~ B () } +
F*'Y) (mpe e
5 (EFD—FD)
et
Fw) -0 = = { (Fw) -ER®) - (#0) -ER®) }+
D
fx(y) o T
+—= EFjH — F
0 (o7 - )
F’%:ﬁﬂ«:[ K(hy 1d:zX1 ;K i dl X)),
ﬁmwzﬁE[Ulw$Xi D K(hyd(w, Xi) H (k! (y = Vi),
1€In
et
Tx o 1 /
fN(y)—ﬁhHE[K(h s EZ]:K dx, X)) H (b (y — V),

ou 1 est I'indice spatial des composantes fixées & 1.
Finalement, le Théoréme 1 est une conséquence des résultats suivants.

LEMME 2. Sous les hypothéses (1), (2), (H1)—(H3), (H5) et (HT), on a,

1
~ ~ logn >2
FE—EF5 =0 _— , .CO.
b ((H¢WK) ) !

COROLLAIRE 3. Sous les hypotheses du Lemme 2, on a,
> P<ﬁ5<1/2> < 00
neNN
LEMME 4. Sous les hypothéses (H1) et (H4)-(HT7), on a,
sup | F(y) — Eﬁf,(y)‘ ~0 (hl;; + h’;f,) .
yeS

LEMME 5. Sous les conditions du Théoréme 1, on a,

~ ~ B logn 2
?Sjlelg Fy(y) _EFN(Z/)) =0 <<ﬁ¢(hl()> ) , p.co.
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LEMME 6. Sous les hypothéses (H1) et (H4)—(HT), on a,

sup£7(y) — Efic(v)| = 0 (nip + 1)

yeS

LEMME 7. Sous les conditions du Théoréme 1, on a,

Fr() ~Efe )| =0 ((lgﬁ))> . peo.

sup

yeS ﬁhHbe(hK

LEMME 8. Sous les conditions du Théoréme 1, on a,

dn > 0 tel que Z P{inf 11— F*(y)| <77} <oo. O
neNN yes

4. APPLICATION: ESTIMATION DU POINT A HAUT RISQUE

Dans cette section, on se propose d’estimer le point a haut risque dans
S, noté 6(x), défini par
(3) e (0(x)) = max b ().
yeS
Ce modele a un grand intérét en statistique, notamment dans ’analyse de
risque sismique (voir Quintela-del-Rio [13]). Dans notre contexte fonctionnel,
on suppose qu'’il existe un point unique 0(x) dans S vérifiant (3). L’estimateur
naturel de 0(z) , noté 6(x), est tel que
(4) h* (B(x)) = max h* (y).
yeS
En général, cet estimateur n’est pas unique. Ainsi, dans toute la suite de cet
article 6(z) désignera toute variable aléatoire vérifiant (4).
Afin d’étudier la convergence presque complete de I'estimateur 6(x), on
garde les hypotheses de la section précédente et on suppose que la fonction h”®
est de classe C? par rapport & y et telle que

(5) K (0(x) =0 et h* (0(x)) > 0.

~

Finalement, le théoréeme précédent nous permet de conclure le corollaire
suivant:

COROLLAIRE 9. Sous les conditions (1), (2), (H1)-(H7) et (5), on a,
1
1

é\(x) —0(x) =0 (hl;é/Q + hlg/2> +0 ((m) ) ,  D-co.
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5. APPENDICE

Dans les preuves suivantes nous noterons pour tout i € I,
Ki(x) = K(hitd(z, X3)),  Hily) = H(hy (y = Y3))
et
Hi(y) = H'(hy' (y — Y3).

Démonstration du Lemme 2. La démonstration est basée sur des idées
similaires a celles utilisées par Carbon et al. [3]. En effet, on a

F(e) ~BF (@) = sy o i)
1€In

ou Aj(z)Kji(z) — E [Kj(x)]. On considere la décomposition spatiale de Tran [21]
sur les variables Aj(z), définie, pour un entier p, fixé, de la maniére suivante

2jkPn+pn
U(l,n,x,j) = Z Ai(aj))
1k=2jkpn+1
k=1,...,N
2jkPn-+pn 2(jN+1)pn

U@,nz,j)= Y, > Ai(z),

ik=2jkpn+1l iN=2jNPn+Dn+1
1

[RARS}

2jkPn+pPn 2(jN—1+1)pn 2jNPn+Pn

U(3,n,1:,j) = Z Z Z Ai(x)a

1x=2Jkpnt1l iN-1=2jN_1Pn+Pn+l IN=2jNpPn+l
k=1,... N2

2jkPn 2(jn-1+1)pn 2(jn+1)pn

U4,n,z,j) = Z Z Z Ai(z),

1,=2jkpn+1 IN-1=2jN-1Pnt+pn+1 IN=2jNPn+pn+1
k=1,....N—2

et ainsi de suite. Les deux derniers termes sont

2(jx+1)pn 2jNPn+pn

U@2N 1 n,z,j) = > > Ai),

i ;2jkpn+pn+1 IN=2jNpPn+1

geeay

2(jr+1)pn

U@2N n,z,j) = > Aja).

ik:ijkpn +pn+1

e
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Pour r; = 27 'ngppt, i = 1,...,N et J = {0,...,711 — 1} x ... x
{0,...,7y — 1}, on pose

T(n,x,i) ZUZI’I:L‘J.
jeg

Sans perte de généralité, on peut écrire

(6) \%@%E@%MIHEKL Zﬁnxz

parce que méme si n; n’est pas exactement égal a 2rip,, on regroupe les
variables restantes dans un bloc T'(n,z,2" + 1) (ceci ne changera pas la
démonstration voir Biau et Cadre [1]).

Maintenant, en vertu de la derniére équation (6), pour chaque n > 0 on a
B (|Fp(2) ~ EIFB()]| = n) <2V max B(T(n,2.1) > ghE [K1(2)).
i
Ainsi, il suffit de calculer

P (T(n,x,i) > mak [K;(z)]) pour chaque i =1,...,2".

On traite seulement le cas ¢ = 1. Pour cela, on re-numérote les variables
(U(l,n,z,j); j € J) et on applique le Lemme 4.5 de Carbon et al. [3] sur les
variables re-numérotées. Les variables avec la nouvelle numérotation seront
notées Z1,...,Zp ou M = chvzl re = 2~ Vap, N < np, V. Remarquons que,
pour chaque Z; il existe un certain j dans [J tel que

Zi= > A
iel(1,n,z,j)

ouI(l,n,z,j) ={i:2jxpn + 1 <ir < 2jpn +pn; k=1,...,N}. La distance
séparant ces ensembles est supérieure & pY et chaque ensemble contient p.¥
éléments.

Le Lemme 4.5 de Carbon et al. [3] nous permet d’approximer 21,75, ...,
Zu par des variables aléatoires indépendantes Z7,..., 2}, de méme loi que
Zj—1,.. M et telle que

M
> E|Z; — Z;| < 20M (pY (M — 1)py , pl ) o(pn).
j=1

Alors, d’apres les inégalités de Bernstein et de Markov, on a

P(T(n,z,i) > mE [K1(z)]) < By + Bo,
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(noE [Kq(x)])?
< 2exp <MVar [Zis] + Cpﬁ’nﬁE [K1(13)]> ’
. Z|Z Zs Ak [2(1( )] < T f{l ZW Z:| <

< CMpy (naE [Ky (x)])) "' ((M — 1)py, ph )@(pn)

logn
n ¢z (hk)

Comme 0 = 2V MpY et (M — 1)pY,pY) < pk alors pour n = ng

By < fipl) (log &) /2 (R (hi)) % o (pm).

- 1/2N
On prend pn,C (nqigg%’( )) , alors
(7) By < (log 1)~ 0l p(pn)-
D’apres (H7), on montre que Y np(pn) < oo.
nel,

On va traiter, maintenant, Bj. Pour cela, il suffit d’évaluer Var [Z7].
En effet,

Var[Zf] = Var| Y Ai(z) > [Cov(Ai(x), Aj(x))] -
iel(1,n,z,1) i,jel(l,n,z,1)
Posons @Qn = > Var[Aj(z)] et Ry = > |Cov(Aj(x), Aj(x))].
iel(1,n,z,1) i#jel(1,n,z,1)

En vertu de (H1), on a Var[A;(z)] < C(¢z(hrk) + (¢2(hk))?), donc Qn =
O(pY ¢x(hK)) . En ce qui concerne Ry, on utilise les techniques de Masry [18]
et on considere les ensembles

S$1={ijeI(l,n,21):0< [i—j|l < ca},
So={i,je€ I(1,n,2,1): |i—j|| > cn},
ol ¢y, est une suite réelle tendant vers +oo. Ainsi,

Ra= Y |Cov(Ai(z),A5(2))|+ Y |Cov(As(x),Aj(z))| = Ry, + Ra.

(1.j)es: (1j)eS2
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D’ une part, on a

(ij)es:
< Cpy cn du (i) ((qu(hK))l/“ + Cbx(hK)) < CpNeN g, (hi)@tD/a,

D’autre part, on a R = > |Cov (Ai(x), Aj(z))|. Comme le noyau K est
(,)€S2
borné, du Lemme 2.1(ii) de Tran [21] on obtient

[Cov (Ai(z), Aj(2))| < Co ([li—ill) -
Ainsi

Ra<C Y e(li-ih<cpy > e(ill<Cpica™ > lill* @ (lil).

(1,J)€S: i:[|i[|>¢n i:[|i|>cn
On prend e = (¢o(hi)) "N, alors
Ry < Cpae™ D i1M e (11D < CpRdulhr) D 1M (1)
i [lil>en il >en

D’apres (H2) on peut écrire R2 < OpY ¢, (hr). De plus, avec ce choix de ¢y
on a
Rl < Cp ¢m(hK)
D’ou
Var[Z7] = O (py ¢s(hic)) -

En utilisant ce dernier résultat, avec les définitions de p,, M et 1, on montre
By < exp (—=Ciplogn).

Par conséquent, un choix approprié de ny permet de déduire le résultat du
Lemme. 0O

Démonstration du Corollaire 3. On a, E[ﬁg(:c)] =1, donc

P (\ﬁg(x)y < 1/2) <P (yﬁg(x) —E[Fj(2)]| > 1/2)
et Corollaire 3 devient est une conséquence du Lemme 2. [

Démonstration du Lemme 4. Du fait que les variables aléatoires sont
identiquement distribuées, on a

VyeS, F(y)—EFu(y) = E [K1(2)Tpne(X) [E[Hi(y)/X] - F*(y)]] -

En intégrant par parties, on montre que

E (Hy(y)/X) = /R H(hj (y — ) f¥ (2)dz = b /R H' (i (y — 2)) ¥ (2)dz.
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En considérant le changement de variable usuel ¢ = %L_HZ
B(H)/X) = [ H )Py~ ht)d,
donc
B (0)/X) = F ) < [ )P (= hat) = P )l
Sous (H4), on a
V€ S, T (OIEGH()/X) = F)] < | 1) (0 +14hig) e

Comme H' est une densité de probabilité, alors, ’hypothése (H6) acheve la
démonstration du Lemme 4. [

Démonstration du Lemme 5. On considére le recouvrement
Zn
Sc |t — It +1n)

a1 ot l . .
avec In =072 et z, <N*"2. En posant, j(y) = arg Minjegio, . 2ny 1Y — il

on obtient la décomposition

Fii(y) - EF%(y)| <
< |B3w) - Beti)| + | Pl i) — EFS (i) | + [EF (t)) — EFS ()|

T Ts T3

e En ce qui concerne (T1) et (73) on utilise le fait que H’ est bornée pour
démonter

Fy) - ﬁﬁ(tm)( < Kl 7 2 Kiw) [Hily) = Hilty)| <
1€In
ln =~
< Cemrerian K1 ZK — Hi(tj()| < CEFD'

leln

De la définition de I, et sous I'’hypothese (H7), on a fi—“H = 0( Aloﬁ).

Ainsi, la convergence presque complete de F'§, nous permet d’écrire

_ _ log fi
(8) F(y) — Fﬁ(t]’(y))‘ =0 ( %) ,  p-co.
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et

(9) ‘Eﬁfe(tﬂy)) —~ Eﬁ;@(y)) — Y <\/ﬁhf;)> |

e Pour (73),Vn >0, on a

~ ~ logn
P (sgg B 0) ~ B 1y)| > 0 ) -
y

P A logn
=P max | FrF(t;) — EFE (1 ‘> — | <
<j€{172,...,zn} N () N (E)| > <

A o logn
<zn  max P )kat- —Eszt~‘> —2 .
GE{12on} ( v () N ()| > ) )

Posons
Aj = Ki(2)Hi(t;) — E[Ki(x)Hi(t;)] -
Il est clair que
Al < ClAi(2)],
Var [Aj] < CVar [Aj(z)] et
Cov(Af, Aj) < CCov(Ai(x), Aj(x)) Vi#j.

En utilisant les mémes arguments que dans le Lemme 2, on montre
~ logn

g (mg F3y(2) ~E[F&(2)] | > mo 160 (hic)

La définition de zy,, 'équation (7) et 'hypothese (H7) nous permettent d’écrire

~ 1
Z na+2B2 < 0.
IlGIn

><Zn(Bl+B2).

Tandis qu’'un choix convenable de 7y donne
a1
Z n*t2 B < .
nely
Finalement, le Lemme 5 est une conséquence de ces deux derniers résultats
combinés avec les équations (8) et (9). O

Démonstration du Lemme 6. En utilisant la stationnarité des observa-
tions, le conditionnement par la variable explicative et le changement de varia-
ble usuel ¢t = yh;z , on obtient

B (3 )/X) = i [ B Y= hat)at,
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et on en déduit
W E(HS (9)/X) — f2(y)] < /R H () /¥ (y — hart) — ().
Sous la deuxieme partie de (H4)
VY ES, Tpwne X E(H (y)/X) — [ ()| < /R H(y) (5 + [t )t

L’hypothese (H6) acheve la démonstration du Lemme 6. [
Démonstration du Lemme 7. La démonstration est tres similaire & celle
du Lemme 5. En effet, on consideére le recouvrement S C (J;(¢tj — In, t; + In)

2973, En posant j(y) = argminjeq o, .oy [y—1],
on obtient la décomposition

i) ~Efi ()] <
< o) = Feti)| + | T ti) — EF (i) | + BT (i) — EF ()]

S1 So S3

e Etude de S et S3. De méme que pour 77 et T3 dans le Lemme 5, on
utilise le fait que H est une fonction de classe C? et & support compact. On a

ity) = F 1_nE o7 2 Kil) [Hi(y) — Hi(ty)| <
i€ln
In ~,
=C nEKl ZK ) |[Hi(y) = Hi(tj)| < Coa-Fb-
16] H

La définition de [, et 'hypothese (H7) nous permet d’écrire }%Ho(, / #ﬁm) )
La convergence presque complete de Fj5 implique

(10)

/\x /\‘z’ 1 =
N(y) — fN(tj(y))‘ =o0 ( ﬁh;iﬁ@) ., p.co.

(11) Efi () ~ B )| = o ( f%) |
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e En ce qui concerne (S2), on suit les mémes étapes de T3; Vn > 0, on a

- . [ logn
P | sup |fN(tiy) — Efx(t; > — | =
(yeg’fN( j(y)) I ](y))‘ n nthS(hK)>
~ -~ logn

=P N (t5) — Efaf(t; — | <
(m”fé??izn} R (1)~ B () >”\/nhH<z><hK)) =

> > logn
<2zp ma P ) —EfF()] > | .
< X ( X () ~ EFR (L) ”*/nhng»(hK))

j€{1,2,....2n
"no__ o I(y
A} = K;(2)H(t;) — E [K;(2) H{(t;)]

Posons

Alors
A1 < ClA)],
Var [A!] = O(hu¢(hik)) et
B[HLH](Xs Xy)] = O%) ¥i#]

En utilisant les mémes étapes du Lemme 2, avec une légere modification dans
le choix de ¢,, on montre que

Cov(Af, AY) = O(huo(hk)) Vi#].

Ainsi,

ou B} <exp(—C(no)logn) et
B < fipl) (log 8) V% (Bhade(hic)) ™% (pa).
Al (hic) | /2

logn
choix convenable de 79 nous permettent d’écrire

3" R (B + B)) < oo
I’IGIn

- - logn

f]ff(z)_E[fff(z)H>770 ﬁhh@m“ﬁ()) Szn( i“‘Bé)

N
Prenons p,C ( , la définition de z, sous '’hypothese (HT7), un

Par conséquent, le Lemme 7 est une conséquence de ce dernier résultat
combiné avec les équations (10) et (11). O

Preuve du Lemme 8. 11 suffit de remarquer que

inf [1-F*(y)] < (1-sup F*(y)) /2 = sup |P* (4)~F*(y)| > (1-sup F*(y)) /2.
yes yeS yeS yes
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En termes de probabilité, on obtient

IP’{ inf |1 — F2(y)| < (1 - supFﬂf(y))/z} <

yeS yeS

< IP’{ 2gg\ﬁx(y) - F*(y)| = (1 - ?elgFm(y))/?} < 0.

11 suffit, donc, de prendre n = (1 —sup F* (y)) /2 et appliquer les résultats des
YyES

Lemmes 2-5 pour achever la démonstration du Lemme 8. [

Démonstration du Corollaire 9. Sous 'hypothese (5), le développement
de Taylor de la fonction h* au voisinage de 6(z), en particulier pour le point
0(x), est

5 5 h (6%)
h*(6(x)) = h*(0(x)) + (B(x) — 6(x))” i

-~

ou 0* est entre 6(z) et O(x), il est donc nécessairement dans le compact S.
Ainsi

9

2!

min (v)

0(z) — 0(z)]* < 1" (0(x)) — h*(0(x))|

et a 'aide d’arguments analytiques on montre que

rnwax»—h?wuwrszigﬁﬁw>—h%y»
D’ou o
10(2) — 0(2)> < ———— sup [ (y) — h*(y)].

min h* S
min (y) ve

En utilisant le résultat du Théoreme 1, on montre que
1
~ logn 2
0(z) — 0(z)? = (hbl h”?) L
Pa) ~0) = 0 (e + ) + 0 | (G35t
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